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Resumo. Este minicurso consiste em realizar a primeira parte da construcdo teorica do Con-
junto dos Numeros Naturais a partir dos chamados Axiomas de Peano. Destaca-se a demons-
tracdo do teorema da recursdo, que é exibida neste minicurso e que é utilizada em partes
Sfundamentais na demonstracdo de outros dois teoremas, onde um deles demonstra que existe
um unico sistema que obedece aos axiomas de Peano e o outro é utilizado na construgcdo da
operacdo de adicdo. Assim sendo, o objetivo deste minicurso é apresentar e discutir, de forma
detalhada, a organizagdo logica dos fatos que se seguem a partir dos axiomas de Peano, na
constru¢do do conjunto dos niimeros naturais. O trabalho se estende apenas, até a demons-
tracdo das primeiras propriedades da adicdo, em vista de adequar a exposicdo da teoria com
o tempo disponivel no curso. O nivel da exposicdo é bastante abstrato, utilizando de modo
bastante forte o conceito de funcdo e tipos especiais de funcoes como, por exemplo, funcoes
injetivas e compostas. Dessa forma, o minicurso é direcionado a estudantes de graduacdo em
matemdtica ou de dreas afins, interessados em conhecer mais de perto a construgdo teorica do
conjunto dos niimeros naturais. Nesta abordagem é possivel se ter uma boa experiéncia com
0 uso método axiomdtico na constru¢do de teorias matemdticas, que serd realizado sob um
conjunto a partir do qual se pode construir os outros sistemas nuUmMeéricos.

Palavras Chave: Nimeros Naturais, Recursdo, Adi¢cdo, Construgdo Tedrica.

1 INTRODUCAO

Este programa de apresentar a constru¢ao formal de todas as propriedades do conjunto dos
nimeros naturais, geralmente, é omitido durante uma primeira abordagem por necessitar o uso
do Teorema da Recursdo, que é considerado por alguns autores “a nossa demonstracdo mais
dificil envolvendo os nimeros naturais” (BLOCH, 2011). A omissido desse teorema com sua
demonstracdo, assim como de algumas outras propriedades, ndo chega a causar prejuizo para a
compreensao das principais propriedades da adicao e multiplicacdo dos nimeros naturais, as-
sim como o restante das outras propriedades desse conjunto. Como exemplo desse fato veja o
segundo capitulo de (LIMA 2012). Embora dificil, esse programa € bastante instrutivo e per-
mite que se introduza, ja no conjunto dos nimeros naturais, alguns conceitos muito importantes
dentro da matemadtica como o conceito de Isomorfismo, onde “a no¢ao de isomorfismo € uni-
versal em matemdtica” (TRUSS, 1997). Embora ndo seja algo trivial a demonstracdo de um
isomorfismo entre dois sistemas de nimeros naturais por necessitar o teorema da recursdo para
realiza-lo, ele € bastante intuitivo.

Outro fato que é mencionado como relevante para que se realize uma constru¢do completa
dos ndmeros naturais € a sua utilidade na construcdo dos outros sistemas numéricos. “Conforme
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Lima (2012) menciona, uma exposi¢ao sistemadtica dos sistemas numéricos utilizados na Ana-
lise Matemadtica pode ser feita a partir dos nimeros naturais, através de sucessivas extensoes do
conceito de numero”.

2 METODOLOGIA E MATERIAIS

O minicurso consistird numa abordagem expositiva dos conceitos ministrados. Sera utili-
zado quadro e projetor para realizar o acompanhamento; no quadro serdo realizadas as demons-
tragcdes e o projetor para exibir as defini¢des e auxiliar no encadeamento 16gico dos fatos que
foram apresentados para auxiliar no acompanhamento das demonstracdes.

Comeca-se com uma breve revisio sobre a linguagem de conjuntos e destacando os prin-
cipais resultados que desempenharao pepel fundamental durante a constru¢ao do conjunto dos
numeros naturais. Na sequéncia, € realizado a constru¢do do conjunto dos nimeros naturais,
iniciando pela exibicdo dos axiomas de Peano e demonstrado os teoremas na ordem que em
aparecem na secao (4).

3 ELEMENTOS DE LINGUAGEM DE CONJUNTOS

Com o objetivo de relembrar e fixar a linguagem apropriada para uso posterior dentro desse
minicurso serd exibido alguns fatos a respeito da linguagem de conjuntos. O ponto de vista
dessa descri¢do € o ponto de vista ingénuo, onde ndo € apresentado a axiomadtica completa da
teoria dos conjuntos.

Inicia-se com as nocdes consideradas primitivas de Conjunto, Elemento e a Relacdo de
Pertinéncia. Um conjunto serd simbolizado por uma letra maidscula. Um elemento serd simbo-
lizado por uma letra mindscula latina. A relacdo de pertinéncia € representada pelo simbolo €.
Quando um elemento a pertencer a um conjunto A escreve-se a € A, caso contrario escreve-se
a¢A.

Dois conjuntos A e B sdo ditos Iguais se, e somente se, todos os elementos de A forem
elementos de B e se todos os elementos de B forem elementos de A. Quando isto ocorrer
escreve-se A = B.

Dados dois conjuntos A e B, o conjunto B € dito um Subconjunto de A se todos os elementos
de B sdo elementos de A. Quando isto ocorrer escreve-se B C A. O conjunto Vazio € repre-
sentado pelo simbolo @ e evidentemente tem-se @ C A. Quando A = Btem-se BC AeA C B.
Quando ocorrer de B C A e B # A diz-se que B € um subconjunto préprio de A e tem-se A Z B.

A Reunido dos conjuntos A e B, é definido por AUB := {x;x € A ou x € B}, a Intersecdo é
definida por ANB := {x;x € A e x € B}, a Diferenca é definido por A\ B:= {x;x € Aex ¢ B}.

Dado um conjunto A, chama-se de &?(A) ao conjunto cujo seus elementos sao os subconjun-
tos de A. Quando se estiver considerando algum subconjunto de Z?(A) este serd representado
pelas letras cursivas ¢, <7, etc. Também estes simbolos serdo utilizados para representar cole-
¢oes quaisquer de conjuntos, nao necessariamente subconjuntos de &?(A) para um tnico con-
junto A dado. Ainda em se tratando de colecdes de conjuntos, dada uma colegdo %, define-se a
Unido dos Elementos de ¢ denotado por (J, c #A que deve ser interpretado como x € [ c A
se existe A € € tal que x € A. Analogamente, define-se a Intersecdo dos Elementos de €
denotado por [, c w#A que deve ser interpretado como x € ()4 cxA se x € A paratodo A € €.

Dados os conjuntos A e B, define-se o Produto Cartesiano de A e B como o conjunto A X
B:={(a,b);a € Aeb € B}. Chama-se de Uma Relacdo de A em B, que simboliza-se por R, a
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um subconjunto qualquer do produto cartesiano A X B. Quando tomamos o produto cartesiano
somente sobre um conjunto A, se chama R de Uma Relacdo em A, que naturalmente, € um
subconjunto qualquer do produto cartesiano A X A. Dado uma relagdo R de A em B definimos
os conjuntos D(R) := {a € A;(a,b) € R} e I(R) := {b € B;(a,b) € R}. O conjunto D(R) é
chamado de Dominio de R e I(R) é chamado de Imagem de de R. O conjunto B é chamado de
Contradominio de R.

Definicao 3.1 (fungdo)
Dados dois conjuntos A e B,chama-se de Uma Fungdo f de A em B, que simboliza-se por
f:A— B,aumarelacdo R C A x B com as propriedades:

Para todo a € A existe b € B tal que (a,b) € R; (1)
Se (a,b) €Re (a,b) €R entdo b =b. )

Dada uma fun¢do f de A em B, f é dita ser: Injetiva se a # b implica f(a) # f(b), para todo
a,b € A; Sobrejetiva, se para todo b € b existe a € A tal que f(a) = b; Bijetiva, se f for injetiva
e sobrejetiva. Uma fungdo Iy : A — A tal que f(a) = a para todo a € A chama-se Fungdo
Identidade.

Duas fungdes f: A —> Be g: A — B, f e g sdo ditas iguais se, e somente se, f(a) = g(a)
para todo a € A.

Dado as funcdes f: A — Be g: A — B, define-se a Fungcdo Composta de g por f como
o conjunto go f := {(a,c) € A x C; existe b € B tal que f(a) =be g(b) = c}. Se forem dadas
f:A—Beg:A—Beh:C— Dvale (gof)oh=g(foh).

Dadas duas funcdes f: A — Be g: B — A, a funcdo g € dita uma inversa a esquerda de
f se go f =14. Analogamente g € dita uma inversa a direita de f se fog = Ig. Um fato que
serd de extrema importancia posteriormente na demonstracdo de um fato a respeito dos nimeros
naturais que serd aqui, apenas enunciado e nao demonstrado, é que uma funcdo f: A — B ¢
dita possuir uma tnica inversa g : B — A se, e somente se, f € injetiva e sobrejetiva. Veja a
demonstracdo desse fato em (LIMA 2012, p: 21 e 22).

Dados os conjuntos A, b e C uma fungdo f : A x B— C € dita uma Operacdo Binaria de
A X BemC. Uma fungdo f : A x A — A é dita uma Operacdo Binaria de em A. Dado (a,b) €
A x A simbolizaremos o elemento f(a,b) € A por a{b; assim escreveremos f(a,b) = a{b toda
vez que estivermos associando o elemento (a,b) € A x A aum elemento f(a,b) € A pela fun¢do

f.

4 NUMEROS NATURAIS, A CONSTRUCAO TEORICA

A construgdo tedrica dos nimeros naturais realizada aqui, segue de perto a abordagem rea-
lizada em Bloch (2011), Cohen (1963) e Coppel (2009). Praticamente todo o material exibido
aqui, pode ser encontrado em qualquer um dos trés livros referenciados ou em forma de teo-
rema, de exemplo ou exercicio. Aqui € feito um apanhado mais completo e colocado alguns
detalhes adicionais nas demonstragdes que se encontram neles, com o objetivo de tornar as
demonstracdes mais claras.

Definicao 4.1 (o conjunto N)
Dado um conjunto N, # € N e uma fun¢do s : N — N; chama-se de Um Sistema de Niimeros
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Naturais a tripla (N, u,s) com as propriedades abaixo:

A funcdo s:N — N € injetiva; (3)
Existe u € N\s(N); 4)
Dado X C N, talqueu € X comu € N\ s(N) e se; n € X implica s(n) € N,
entdio: X =N. 5

Escreve-se simplesmente N para representar a tripla (N, u,s) com as trés propriedades acima.
Cada n € N chama-se um niimero natural. A funcio s é chamada de fun¢do sucessor. As trés
propriedades sdao chamados os Axiomas de Peano. ¢

Teorema 4.1 (teorema do 1)
O conjunto N\ s(N) possui um dnico elemento.

Demonstracao: O axioma (5) afirma que dado X C N com a propriedade de que ele possuir um
elemento u de N\ s(N) e do fato de n € X implique s(n) € X, entdo X = N. Isto informa que
é possivel escrever X = {u} Us(N), donde se pode escrever N = {u} Us(N). Logo o conjunto
N\ s(N) possui um tnico elemento. []

Teorema 4.2 (um niimero natural é diferente de seu sucessor)
Para todo n € N tém-se n # s(n).

Demonstracio: Inicialmente define-se o conjunto X := {n € N;n # s(n)} e entdo verifica-
se se 1 € X. Com efeito, pelo axioma (4) 1 ¢ s(N), logo, em particular 1 # s(1); portanto 1 € X.

Pelo axioma (5), se 1 € X e da hipétese de que dado n € X implicar s(n) € X, tém-se X = N.
Entdo, supondo que n € X, tém-se por hipétese que n # s(n); chamando s(n) := x, entdo pela
injetividade de s, axioma (3), se n # x entdo s(n) # s(x). Logo n € X implica s(n) € X; portanto
pelo axioma (5) X =N. U

Teorema 4.3 (funcdo definida indutivamente)

Dado um conjunto A, se uma relacdo f: N — A é tal que: se conhece f(1) e € tnico; e
que nos informa como se obter f(s(n)) a partir de f(n) é uma fungdo bem definida para todo
denecN.

Demonstracdo: Primeiro define-se o conjunto X := {n € N;(n,a) € f para alguma € A}, com
o objetivo de mostrar que para cada numero natural n existe a0 menos um a em A tal que
(n,a) € f. Por hipétese, se conhece f(1), logo existe a € A tal que a = f(1) onde (1,a) € f;
assim 1 € X. Supondo que um certo n € X, donde se pode afirmar que existe bi A tal que
b = f(n) onde (n,b) € f, entdo por hipétese, dado f(n), a partir dele podemos obter f(s(n)),
logo existird ¢ € A tal que ¢ = f(s(n)) onde (s(n),c) € f. Portanto n € X implica s(n) € X; logo
pelo axioma (5) X = N.

Agora, define-se o conjunto Y := {m € N; se (m,a), (m,da ) € f entdo a = a} com o objetivo
de mostrar que para cada nimero natural n existe um tnico a em A tal que (n,a) € f. Por
hipétese, f(1) é tnico, logo se (1,a),(1,a) € f, entdo a = a; assim 1 € Y. Agora, dado m € N
supondo m € Y, isto significa que se (m,b),(m,b ) € f entdo b = b. Como f(s(m)) é obtido a
partir de f(m) entdo tem-se (s(m),c) € f. Se ¢ for obtido a partir do fato que se conhece f(m);
do mesmo modo, se (s(m),c ) € f entdo ¢ foi obtido a partir do fato que se conhece f(m). Mas
da hipétese de que m € Y, significa que f permitird apenas uma maneira de se obter f(s(m)).
Logo ¢ = ¢ e portanto m € Y implica s(m) € Y. Pelo axioma (5) ¥ = N. Isto mostra que f &
uma fun¢do bem definida para todo n € N. []
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Definicao 4.2 (isomorfismo de sistemas de niimeros naturais)
. L . / /! ! ~ ~
Dados os sistemas de nimeros naturais (N,u,s) e (N, u ,s) tem-se n # s(n), uma fungio
I, . . / . .
f: N— N € dita Um Isomorfismo entre os sistemas N e N se ela possuir as propriedades:

f(1)y=1; (6)

f(s(n)) =s(n). (7

Pelo teorema da fun¢do definida indutivamente, essa definicao nos permite afirmar que se existe

uma fungdo satisfazendo as condicoes (6) e (7), entdo ela associa cada elemento de N a seu
. /

equivalente em N .

Teorema 4.4 (da recursdo)
Dado um conjunto ndo vazio A, a € A e uma fungdo g: A — A; existe uma Unica funcao
f: N — A com as seguintes propriedades:

f(1)=a (8)
f(s(n)) = g(f(n)). )

Demonstracao: Inicialmente define-se uma colecdo % de subconjuntos de N x A que deve pos-
suir algumas propriedades. Seja ¢ := {T;T C N x A} onde T possui as seguintes propriedades:

(1,a) €T; (10)
(s(n),g(b)) € T sempre que (n,b) € T. (11)

O primeiro fato a ser verificado é se ¥ € ndo vazio. A primeira informagao que se tem
garantida € que o produto cartesiano N x A € ndo vazio, porque ambos os conjuntos N e A
sdo ndo vazios; outro fato evidente é que o elemento (1,a) existe em N x A porque o 1 tem
sua existéncia confirmada pelo axioma (4) enquanto que a tem sua existéncia confirmada pela
hipdtese de que A € ndo vazio.

O conjunto N X A também possui a propriedade ditada na propriedade (11) porque dado um
elemento qualquer (n,b) € N, para n € N existe s(n) em N pelo axioma (3); para b € A existe
g(b) em A porque g é uma fungdo em A. Logo (n,b) € N x A implica (s(n),g(b)) € N x A.

Como o conjunto N x A possui as propriedades ditadas em (10) e (11) existem subconjuntos
T C N x A ndo vazios de modo que % ¢é ndo vazio. De posse do que ja foi demonstrado, define-
se 0 conjunto

f=NT: (12)
Te?
Agora o objetivo é mostrar que o conjunto f € a funcdo cuja a existéncia deseja-se provar.
Observe que f € € porque ele possui as propriedades (10) e (11); além disso, f da forma como
foi definida é o menor subconjunto de N x A que possui estas propriedades. Para mostrar que f
€ uma funcao verifica-se que ela possui as propriedades ditadas na definicao de fun¢do. Entao
considere o conjunto abaixo

N :={n e N; existe b € A tal que (n,b) € f}
Para n = 1 tem-se pelo menos o elemento a em A tal que (1,a) € f porque f € a intersecdo de

subconjuntos de N x A que satisfazem a condicao (10). Logo 1 € N. Supondo n € N, entdo
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para s(n) tem-se que existe pelo menos o elemento g(b) em A tal que (s(n),g(b)) € f, porque
da hipétese de que (n,b) € f, pela condi¢do (11) tem-se (s(n),g(b)) € f, pois f € a interse¢do
de conjuntos que satisfazem a condi¢o (11). Logo n € N implica s(n) € N. Pelo axioma da
inducdo N = N e f satisfaz a condi¢@o (1) da defini¢do de func¢do.

Para verificar-se a segunda propriedade da defini¢do de fun¢@o considere o conjunto

M:={meN; se (n,b),(n,b) € fentiob=1>b}

Sabe-se que (1,a) € f por que f € €; supondo por absurdo que exista (1,b) € f com b # a,
considere o conjunto f, := f —{(1,b)}; agora, dado (n,b) € f com n # 1 tem-se que (n,b) € fp
e por conseguinte, (s(n),g(b)) € f» de modo que f, € €; disso pela defini¢do de f, temos que
f C fp onde f;, € um subconjunto préprio de f o que é uma contradicdo; logo 1 € M.

Supondo n € M, o que permite ser afirmado que se, (n,b), (n,b ) € f entdo tem-se b = b ;
trabalhando-se com s(n) e supondo (s(n),c) € f com ¢ # g(b), considere o conjunto f, :=
f—A{(s(n),c)}; o primeiro fato a ser observado é que (1,a) € f. O porque 1 # s(n) para todo
n € N. Agora, dado (m,d) € f. tem-se dois casos a considerar:

(s(m),g(d)) = (s(m),c)
(s(m),g(d)) # (s(m),c)

No primeiro caso temos g(d) # g(b) com s(m) = s(n) donde, m = n pela injetividade de
s e d # b porque g é uma fungdo. Logo tem-se (n,b), (n d) € f, com b # d o que entra em
contradicdo com a hipétese de indugdo.

No segundo caso, como (s(m),g(d)) # (s(m),c), entdo dado (m,d) € f, isto implica que
(s(m),g(d)) € f., logo f. € €; disso pela defini¢do de f, temos que f C f. onde f. é um
subconjunto préprio de f o que é uma contradi¢do; logo s(n) € M. Isto prova que o conjunto f
¢ uma funcao.

Para demonstrar a unicidade suponhamos que exista outra fungdo f / possuindo as proprie-
dades (10) e (11). Entdo

supondo-se f (n) = f(n) entdo

/ /

[ (s(n)) = g(f (n)) = g(f(n)) = f(s(n))
pela propriedade (9) e pela hipotese de indugdo. [l

O axioma (5) da defini¢cdao do conjunto dos nimeros naturais € bastante conhecido pelo nome
Axioma da Indugdo. “Intuitivamente, ele significa que todo nimero natural n pode ser obtido a
partir de 1, tomando-se seu sucessor s(1), o sucessor deste, s(s(1)), e assim por diante, com um
numero finito de etapas” LIMA (2013). Utilizando o teorema da recursdo € possivel dar uma
prova de que € possivel obter o “restante” dos nimeros naturais a partir do nimero 1.

Seja A = N\{1}, a = s(1) e g igual a restricdo da funcdo s ao subconjunto N\{1}; pelo
teorema da recursao existe uma tnica funcdo f: N — A definida por:
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donde se obtém:
S(1)7S(S(1))7S<S(S(1)))7S(S(S(S<1))))7'"
definindo-se s(1) := 2, s(s(1)) := 3, etc. Obtém-se o conjunto
s(N)=1{2,3,4,5,---}
como N = {1} Us(N), pelo teorema (4.1), tem-se
N={1,2,3,4,5,---}

Esta aplicacdo do teorema da recursdo mostra que € possivel obter todos os nimeros naturais
a partir do nimero 1 onde a fun¢do f serve para tomar-se as iteradas da fungdo s.

Teorema 4.5 (unicidade do N)
. roor . . . . ~ . L, . .
Sejam (N, u,s) e (N ,u,s ) dois conjuntos de nimeros naturais, entdo existe um unico iso-
/ .
morfismo f: N — N definido por:

f(y=1; (13)
f(s(n)) =5 (f(n)). (14)

Demonstracao: Pelo teorema da recursdo pondo A = N,, a=1¢e g= sl; existe uma unica
funcdo definida pelas propriedades (13) e (14). Falta mostrar que f € bijetiva. Para isso sera
mostrado que existe uma fun¢do & que € inversa a direita e a esquerda de f.

Inicialmente observa-se do fato de que N’ também €é um sistema de nimeros naturais pode-
se formar a func¢ao h: N — N também definida por

h(1)=1; (15)
h(s (n)) = s(h(n)). (16)

que por conseguinte € Unica pelo teorema da recursdao possuindo as mesmas propriedades da
funcdo f. O objetivo agora € mostrar que 4 € inversa a direita e a esquerda de f. Comeca-se
mostrando que ho f: N — N € uma func¢ado identidade. Com efeito,

(ho £)(1) =h(f(1)) =h(1) =1
supondo (ho f)(n) = h(f(n)) = h(n') = n entdo

(ho f)(s(n)) = h(f(s(n))) = h(s (f(n))) = h(s (n)) = s(h(n)) = s(n)

logo (ho f)(s(n)) = s(n) o que mostra que s(n) em N estd associado a ele mesmo pela fungdo
ho f, portanto h € inversa a esquerda de f.
Agora se mostra também que foh: N — N ¢ uma funcao identidade. Com efeito,
(foh)(1)=f(h(1))=f(1)=1
supondo (foh)(n) = f(h(n)) = f(n) =n entdo

(foh)(s (1)) = f(h(s (n))) = f(s(h(n))) = f(s(n)) =5 (f(n)) = (n)

logo (foh)(s (n)) =s(n) o que mostra que s (n) em N estd associado a ele mesmo pela
funcdo f o h, portanto & € inversa a direita de f. Isso mostra que f € bijetiva e portanto um
. . , . 2 A

isomorfismo entre os sistemas de nimeros naturais (N,u,s) e (N ,u ,s). O
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Teorema 4.6 (operacdo de adicdo em N)
A funcdo f: N x N — N definida de modo que para cada m € N tem-se:

f(m,1) =m; (17)
f(m,s(n)) = s(f(m,n)). (18)

estd bem definida e € unica.
Demonstracao: Inicialmente temos que mostrar que f estd bem definida, para isso, o conjunto

f={(a,b)e (NxN)xN;aeNxN e beN}

deve possuir as propriedades (1) e (2) da defini¢ao de funcao.
Inicialmente verificaremos (1), para isso fixemos m € N e consideremos a restri¢cao

f’{m}xN: {m}XN—>N

com isso pode-se utilizar o teorema da recurs@o onde, dado o conjunto A = N, o qual € ndo
vazio, m € N e pomos a = s(m), a fung@o auxiliar g igual a fung@o sucessor s; nessas condigdes,
existe uma unica fun¢do f;,;,: N — N com as propriedades:

Sn(1) = s(m); (19)
fn(s(n)) = s(fn(n)). (20)

Com isso, para cada (m,n) € {m} x N existe b € N tal que b = f,,(n), onde ((m,n),b) €
f |{m}xN. Falta mostrar que para todo m € N existe uma restricdo f ]{m}xN. Por inducgao,
vamos mostrar que o conjunto M := {m € N; existe f ]{m}xN} € igual ao conjunto do numeros
naturais.

Param = 1 temos f |1}y € queremos mostrar que vale f1(1) = s(1) e fi(s(n)) = s(f1(n))
para todo n € N. Seja X := {n € N; fi(1) = s(1) e fi(s(n)) = s(f1(n))}. Pelo teorema da
recursdo, dado o conjunto A = N, o qual é ndo vazio, 1 € N e pondo a = 1, a fun¢do auxiliar g
igual a fungdo sucessor : existird uma tnica func¢do f;: N — N com as propriedades fi(1) =
s(1) e fi(s(n)) = s(fi(n)). Para n = 1, pela definicdo de f; temos f1(1) = s(1), logo 1 € X.
Supondo n € X o que permite afirmar que f}(n) é conhecido, seja s(n), pela defini¢do f; temos
fi(s(n)) = s(f1(n)), pela hipétese de inducdo fi(n) é conhecido, logo a ultima igualdade é
verdadeira, portando n € X implica s(n) € X; logo X = N. Portanto 1 € M.

Supondo n € M, permitindo que se afirme que f ‘{m}xN’ definida por meio do teorema da
recursdo pondo A = N, o qual é ndo vazio, m € N, a = s(m) e a funcdo auxiliar g igual a
funcdo sucessor s; de modo que existird uma tnica funcio f,,: N — N com as propriedades
fm(1) =s(m) e fn(s(n)) = s(fm(n)) para todo n € N.

Toma-se entdo s(m) onde se quer definir f [ ()}« de modo que vale fy,) (1) = s(s(m))
e fym)(s(n)) = s(fy(m)(n)) para todo n € N. Deve-se observar que f | ()}, 0s € que por (20)
tem-se so f,, = fm os. Este fato pode ser demonstrado por indu¢do. Com efeito, fs(m)(l) =
s(s(m)) = (so fm)(1); supondo para n que se tem fi(,,) (1) = (so fu)(n), entdo para s(m) t€m-
se fym) (s(n)) = (fmos)(s(n)) = ((fmos)os)(n) = ((so fm) 05)(n) =s0(fmos)(n) =so(so
fm)(n) =s0(s0 fu)(n).

Agora, diante do fato de que fj,,) = s© fu por meio do teorema da recursdo pondo A = N,
o qual é ndo vazio, s(m) € N, a = s(s(m)) e a fun¢do auxiliar g igual a fungdo sucessor s; assim
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existird uma tnica fungdo fi,,): N — Ntal que fy,,) (1) =s(s(m)) € fym)(s(n)) = s(s(fin(n))),
a qual serd mostrado vélida paratodon € N. Seja Y :={n € N; fy,, (1) = s(s(m)) € fy(m)(s(n)) =
s(s(fin(n)))}. Paran =1 pela defini¢do de fy(,,) temos fy(,,) (1) = s(s(m)), logo 1 € Y. Supondo
n € Y o que nos permite afirmar que fj,,)(n) = s(fin(n)) € conhecido, seja s(n), pela defini¢do
Js(m) t€mos fyyy(s(n)) = s(s(fm(n))),pela hipdtese de indugio f,,)(n) = s(fin(n)), logo a ul-
tima igualdade é verdadeira, portando n € Y implica s(n) € Y; logo ¥ = N. O que demonstra
que f possui a propriedade (1).

Para demostrar (2), consideremos o conjunto X := {n € N; se ((m,n),c), ((m,n),c) € f I
m}, entdo ¢ = c,onde c = fp(n)}. Paran=1,se c = fiu(1) e ¢ = fm(1) entdo ¢ = s(m) = c.
Logo 1 € X. Supondo n € X, permitindo que se afirme que ¢ = f,,(n) e ¢ = fm(n) entdo ¢ =c.
Trabalhando com s(n), sejam b = f;,(s(n)) e b = f(s(n)), por (20) temos fu(s(n)) = s(fn(n)),
entdo se s(fiu(n)) = s(fm(n)), pela injetividade da funcdo s temos f,,(n) = f(n), fato este
verdadeiro por que pela hipétese de indugdo temos. Portanto s(n) € X; logo pelo axioma (5)
X = N. Assim temos que a restri¢do f | {m}xN € uma fungdo.

Assim, paracadam € Ntem-se: f(m,1) = f,,(1) =s(m) e f(m,s(n)) = fiu(s(n)) =s(fm(n)) =
s(f(m,n)).

. Para demonstrar a unicidade seja f tal que para cada m € N tem-se f (m,1) = s(m) e
[ (m,s(n)) = s(f (m,n)), entdo
£ (m 1) = fu(1) = s(m) = fiu(1) = f(m, 1)
se f'(m,n) = f,,(n) = fu(n) = f(m.n) entdo
F (m,5(n)) = fu(s(n)) = $(fin(1)) = $(fin(1)) fn(5()) = f(m. 5(n))
Logo f, =f.0

Definicao 4.3 (adi¢cdo em N)
Dado m € N a operacdo bindria f: N x N — N definida por:

f(m,1) =m; (21)
f(m,s(n)) = s(f(m,n)). (22)
chama-se de Adigdo e escreve-se f(m,n) := m+n, para todo m,n € N e 1&-se:m mais n.
Portanto, pela defini¢cdo de adi¢do escreve-se s(m) :=m-+1 e m+s(n) ;= s(m+n).

Teorema 4.7 (associatividade da +)
Tem-se f(m, /(n,p)) = f(f(m,n), p) para todo m,n,p € N.

Demonstracao: Se fixa m e n e trabalha-se por indu¢do em p. Para p = 1 t€ém-se
f(m, f(n,1)) = f(m,s(n)) = s(f(m,n)) = f(f(m,n),1)

logo o teorema ¢é vdlido para p = 1. Supondo o teorema vélido para um certo p € N o que
permite que se afirme que f(m, f(n,p)) = f(f(m,n), p) trabalhando com s(p) tém-se

f(m, f(n,s(p))) = f(m,s(f(n,p))) = s(f(m, f(n, p))) = s(f(f(m,n), p))
s(f(f(m,n),p)) = f(f(m,n),s(p)).

Logo o teorema é vélido para s(p) , assim pelo axioma da indug¢do o teorema é vélido para todo
peN. U
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Teorema 4.8 (comutatividade da +)
Tém-se f(m,n) = f(n,m) para todo m,n € N.

Demonstracao: Se fixa m = 1 e trabalha-se por indu¢@o em n. Paran = 1 t€ém-se

f(lvl) :s(l) :f(lvl)'

Supondo vilido para um certo n € N, trabalhando-se com s(n) t€ém-se

f(l,s(n)) :S(f(l,l’l>) :S(f(l’l,l)) :f(f(n7l)>1) :f(s(n), 1)'

logo, da hipétese de que o teorema vdlido para n implica valido para s(n). portanto é valido
para todo nimero natural. Perceba que na pentltima igualdade foi utilizada a associatividade
da adicdo para completar o argumento na ultima igualdade.

Supondo agora o teorema vélido para um certo m € N para todo n € N, trabalhando-se com
s(m), por indugdo em n tém-se paran = 1

f(s(m),1) = s(s(m)) = s(f(m, 1)) = s(f(1,m)) = f(1,5(m)).

Supondo agora f(s(m),n) = f(n,s(m)) para um certo n € N trabalhando-se com s(n) tém-se
f(s(m),s(n)) = s(f(s(m),n)) = s(f(n,s(m))) = s(n, f(m, 1)) = s(f (n, f(1,m))).
s(f(n, f(1,m))) = s(f(f(n,1),m)) = s(f(s(n),m)) = f(s(n),s(m)).

Logo, o teorema vélido para s(m), portanto é valido para todo nimero natural. [J

Teorema 4.9 (lei do corte +)
Se f(m,p) = f(n,p) entdo m = n; para todo m,n, p € N.

Demonstracao: Se fixa m e n e trabalha-se por indu¢do em p. Para p = 1 t€ém-se

f(mvl) :f(l’l,1>

entdo s(m) = s(n), pela injetividade da fung@o s, axioma (3) tém-se m = n. logo o teorema é
valido para p = 1. Supondo o teorema valido para um certo p € N trabalhando com s(p) t€ém-se
f(m,s(p)) = f(n,s(p)) entdo s(f(m,p)) =s(f(n,p)) e por (3) ttm-se f(m,p) = f(n,p); e pela
hipétese de indugdo m = n. Logo o teorema € vilido para s(p) , assim pelo axioma da indugéo,
(5), o teorema € vélido para todo p € N. [

5 CONSIDERACOES FINAIS:

A exibicao completa das primeiras propriedades e suas demonstragdes, que se seguem a
partir dos axiomas de Peano permite um entendimento mais refinado da teoria dos nimeros
naturais e que se tenha condicdes de realizar futuramente um estudo completo dessa teoria.
No que diz respeito a realizar essa construcdo, ela € importante porque a partir dos nimeros
naturais € possivel a construcao dos outros sistemas numéricos. Também, o conceito de isomor-
fismo entre sistemas de ndmeros naturais foi abordado, o que permite que se tenha um contado
com essa ideia abstrata da matemadtica, ja no contexto da constru¢do do conjunto dos ndimeros
naturais, que serve para identificar sistemas aparentemente diferentes possuindo estruturas idén-
ticas. Ainda, esta construgdo tedrica, proporciona uma boa experiéncia com o uso do Método
Axiomatico, tdo difundido na comunidade matematica.
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