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Resumo. A presente proposta de minicurso, a ser desenvolvido no XX EREMAT —
Encontro Regional de Estudantes de Matematica, na UNIPAMPA, Campus Bagé, é
proveniente de estudos sobre aplicacBes de Algebra Linear, com énfase no método de
minimos quadrados e nas Séries de Fourier. A pratica desta acdo visa apresentar a
importancia do estudo e aplicacdo de conhecimentos da Algebra Linear e suas inter-relacdes
com contetdos de Calculos e Geometria Analitica e realizar discussoes e reflexdes acerca do
método dos Minimos Quadrados e as séries de Fourier — no contexto da audicdo humana —,
contemplando seus teoremas fundamentais e suas técnicas de resolucdo, sem abordar os
conceitos relacionados a convergéncia. O minicurso, sera desenvolvido em 4h e neste
periodo, disponibilizar-se-a uma apostila aos participantes, contendo 0s conhecimentos
tedricos e pré-requisitos, que contribuam na compreensdo e realizacdo da aplicacdo, bem
como, exemplos de como trabalhar com fungbes no espaco vetorial C[a, b]. Esperamos que o
minicurso motive os participantes a realizarem experiéncias investigativas desta natureza,
envolvendo a Algebra Linear.

Palavras Chave: Algebra linear, Audicdo humana, Espacos com produto interno,
Método da aproximacao de minimos quadrados, Projecao ortogonal, Séries de Fourier.

1. INTRODUCAO

Esse minicurso trata de uma aplicacdo do método da aproximagdo de minimos quadrados
a um modelo para a audicdo humana, visando apresentar a importancia do estudo e aplicacao
de conhecimentos da Algebra Linear e suas inter-relagdes com contetidos de Calculos e
Geometria Analitica no XX EREMAT — Encontro Regional de Estudantes de Matematica — a
ser realizado na Universidade Federal do Pampa-UNIPAMPA, do Campus Bagé.

A aplicacdo no modelo da audicdo humana traz como pré-requisitos conhecimentos sobre
Espacos de produto interno, Projecdo Ortogonal e Séries de Fourier. Este ultimo tema, pouco
abordado em cursos de Matemaética — bacharelado e licenciatura —, “é de extrema importancia
nas Engenharias, nas Ciéncias e na Matemdtica” (ANTON & RORRES, 2012, p. 386),
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principalmente para o desenvolvimento de aplicacdes, pois, poucos componentes curriculares
proporcionam aos alunos um estudo aprofundado neste assunto.

No que tange séries de Fourier, a ser desenvolvido durante o minicurso, pretende-se
realizar discussoes e reflexdes acerca deste tema, contemplando seus teoremas fundamentais e
suas técnicas de resolucdo, sem abordar os conceitos relacionados a convergéncia.

A Série de Fourier é importante, pois aproxima funcbes continuas em determinados
intervalos compactos, por polindbmios trigonometricos. Tal aproximacédo determina o menor
erro quadratico médio, que na prética significa a melhor aproximacgdo possivel da funcédo
dentre as varias possibilidades que estdo sendo trabalhadas. Este método de aproximacéo, em
relagdo ao modelo para a audicdo humana, quando aplicado, resulta num menor desvio do
caminho neural até o cérebro, significando assim, uma audi¢do mais precisa.

Abordando as aproximacdes de minimos quadrados, de um ponto de vista geométrico,
comprovaremos que a projecdo ortogonal é a melhor aproximacao de uma dada funcdo em um
determinado subespaco. No modelo para a audi¢cdo humana, uma onda sonora periddica p(t)
pode ser aproximada, via método dos minimos quadrados, pela fungédo q(t), que € uma soma
finita de ondas senoidais. Na prética, a energia da diferenca entre as duas ondas sonoras — p(t)
e q(t) — representa o erro da aproximacdo e sendo esta energia tdo pequena quanto possivel, as
duas ondas produzem a mesma sensac¢ao de som e o ouvido ndo percebe nenhuma diferenca
entre elas, constatando assim, que a aproximacao é de fato a melhor possivel.

Ao trazermos o estudo destes temas no contexto da aplicacdo a ser desenvolvida para o
minicurso, podemos compreender o funcionamento de um dos principais 6rgdos do sentido do
nosso corpo, o aparelho auditivo e que, associado ao contexto matematico, especialmente em
relacdo & Algebra Linear, os participantes do minicurso poderdo compreender e aplicar
resultados relacionados a espagos com produto interno, projecdo ortogonal, resolucdo de
sistemas por meio do método de minimos quadrados e sobre aproximacdo de funcdes
continuas em intervalos compactos, utilizando as Séries de Fourier.

2. AUDICAO HUMANA: APLICACAO DA ALGEBRA LINEAR
2.1. O Método da aproximacdo de minimos quadrados e a Série de Fourier

Historicamente, 0 método da aproximacdo de Minimos Quadrados esta relacionado ao
problema de Ajuste de Dados e, dessa forma, € empregado como uma técnica de otimizacéao
matematica, principalmente, em Calculo Numérico.

O problema consiste em obter uma relacdo matematica y = f(x) entre duas variaveis — x
e y — por meio do “ajuste” de uma curva aos pontos do plano e que satisfazem aos varios pares
ordenados (X, y), determinados experimentalmente.

Observando o padrédo apresentado pelos pontos, podemos estabelecer a forma geral da
curva y = f(x) a ser ajustada e que represente a melhor aproximacgéo ao conjunto de dados
experimentais.

Como os pontos sdo obtidos experimentalmente, muitas vezes os dados apresentam
“erros” de medigdo, impossibilitando-nos encontrar a curva desejada — que passe por todos 0s
pontos. Para que possamos perceber melhor a sua relevancia, analisamos o quadrado da
norma em termos das componentes, pois, 0 quadrado de nimeros muito pequenos nao
proporcionaria um erro relevante, enquanto que, o quadrado de nimeros grandes daria maior
relevancia para o desvio e assim, perceberiamos que a aproximacdo nao esta precisa.

Fazemos o uso da aplicagdo do método de aproximacdo de minimos quadrados a um
problema mais simples, quando buscamos tratar de sistemas lineares imprecisos e que
necessitam de solugdes aproximadas.
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Estudos realizados por Anton & Rorres (2012) nos mostram que a inconsisténcia de um
sistema do tipo Ax = b pode ter sido gerada por erros de medi¢do nos coeficientes de A e,
para solucionar o problema, passamos a procurar um vetor X que se aproxime de uma solucao
exata. Nesse sentido, o vetor x minimiza ||b — Ax|| em relacdo ao produto interno euclidiano
de R", e podemos entender essa norma como o “erro” da aproximagdo entre AX e b.
Percebemos que, quanto menor o erro, melhor a aproximacao.

Durante o minicurso, mostraremos que essa melhor aproximacdo, na verdade, € a
projecdo ortogonal de b sobre um subespaco vetorial W de R3. As projecdes ortogonais
também sdo usadas para aproximar determinadas funcdes, relativamente complexas, por meio
de fungdes mais simples, que facilitam as manipulagdes algébricas e o desenvolvimento dos
calculos.

Partimos do problema mais geral de aproximacao, descrito por Anton & Rorres (2012, p.
382): “Dada uma func¢do f continua num intervalo [a, b], encontramos a “melhor aproximagao
possivel” de f entre todas as fungbes de um subespaco W especificado de C[a, b].” e, na
tentativa de buscar a solucdo para esse problema, no contexto da nossa aplicacdo, primeiro
formalizamos matematicamente a frase “melhor aproximag¢dao em [a, b]” e a partir dai
utilizamos os conhecimentos previamente desenvolvidos sobre o método dos minimos
quadrados e as séries de Fourier.

O tipo mais elementar de onda sonora assemelha-se a uma onda senoidal e uma onda
sonora ndo elementar pode ser expressa como uma soma finita de ondas senoidais. Isto &,
guando tivermos uma onda elementar p(t), buscaremos uma forma de aproxima-la — via
método dos minimos quadrados — por uma onda ndo elementar q(t) ja que, a resposta do
ouvido a esses dois tipos de onda é a mesma. Ao utilizarmos o método dos minimos
quadrados, para aproximar uma funcdo no espaco vetorial C[0, T], buscamos minimizar o erro
da média quadrética

T
f [F(©) — g(OPdt ®
0

e, ao fazermos as contas para expressar tal funcdo como um polindmio trigonométrico,
recaimos no célculo da Série de Fourier da funcdo, que é uma ferramenta para encontrar tal
polinémio trigonométrico. Figueiredo (2012, p. XV) salienta que “A questdo central na teoria
das séries de Fourier é expressar uma dada funcdo como uma série de senos ou (€) co-senos,
0s quais, [...], sdo autofuncdes de determinados problemas de autovalor.”.

Uma interpretacdo geométrica do calculo da Série de Fourier associada a uma funcéo
pode ser relacionada com a projecdo ortogonal. Para ver isso, vamos fazer primeiro uma
analise de um exemplo em um contexto mais simples®. Considere um espaco vetorial real
munido com o produto interno usual:

n

(2)
<x,y>= ijyj , X = (X1, Xn), Y =01 Vo)

j=1

Sabemos que os vetores e; = (1,0, ...,0),... ,e, = (0,...,0,1) formam uma base para
R", e portanto todo vetor x € R™ pode ser expresso como uma combinacdo dos vetores

€1, ,En,

1 Disponivel no livro EDP: um curso de graduacéo (2007, pg. 106).
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_ i e (3)

j=1
E, como a base {e,, ... , e,} é ortonormal, obtemos que

(4)

<x,e,>=< X;€j, €k >= X

r

1

-
Il

0 que significa que x;e; € a projecao ortogonal do vetor x sobre a reta determinada pelo vetor
ej.

Contextualizando agora para as Séries de Fourier, temos também um espaco vetorial C[a,
b], espaco das funcbes continuas definidas no intervalo [a, b] e munido com um produto

interno dado por

b 5)
<f.9> | f0g( e

e uma base ortogonal, formada por {1, cos(x), cos(2x), ... ,cos(nx),sen(x), ... ,sen(nx)},
para normalizar essa base transformando-a numa base ortonormal {g,, g1, --- , g2n}, Utilizamos
de uma técnica conhecida como Processo de Gram-Schmidt que, durante o minicurso,
mostraremos como pode ser aplicada. Tendo todos os ingredientes e, sabendo
geometricamente que a projecao ortogonal da funcdo f sobre um subespaco W de C[a, b] é a
melhor aproximacdo de minimos quadrados de f em W, escrevemos a projecdao da seguinte
forma:

projuwf = % + [a, cos(x) + -+ + a, cos(nx)] + [b; sen(x) + -+ + b, sen(nx)]

(6)
onde cada um dos a;’s e b;"s sdo chamados coeficientes de Fourier de f.

E intuitivo que o erro quadratico médio fique cada vez menor conforme a nossa
aproximacdo vai melhorando, isto é, de acordo com o0 aumento do nimero de termos na
aproximac&o de minimos quadrados. E possivel provar que quando o nimero de termos tende
a infinito, o erro quadratico médio tende a zero, 0 que representaria a igualdade:

o)

Qo (7

flx) = > Z (axcos(kx) + bpsen(kx))

k=1

e o lado direito dessa igualdade que é conhecido como série da Fourier de f. Dessa forma, as
séries de Fourier podem ser relacionadas também com a projecao ortogonal.

Contextualizando com a aplicagdo que pretendemos desenvolver no minicurso, €
importante apresentarmos informagbes relacionadas ao sistema auditivo, para melhor
entendermos a sua anatomia, e assim, visualizar onde é necessario utilizarmos os
conhecimentos da Algebra Linear e suas inter-relagdes com conteidos de Célculos e
Geometria Analitica, bem como as Séries de Fourier.
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2.2 O mecanismo de funcionamento de aparelho auditivo humano

Segundo Heneine (2008), o aparelho auditivo pode ser dividido em 3 setores: Ouvido
Externo que é formado pela orelha e o canal auditivo, Ouvido Médio que é uma concavidade
limitada pelo timpano e pelas paredes dsseas, contém trés ossiculos importantes para a
transmissdo do som ao ouvido interno: martelo, bigorna e estribo e Ouvido Interno que é
uma cavidade fechada, onde circula um liquido envolvendo as estruturas ai contidas. Contém
a coclea e os canais semicirculares.

Podemos analisar a anatomia do ouvido humano, segundo a Fig. 1. (disponivel em
Biofisica Basica, 2008)

OuvIDO
I INTERNO 1
MARTELO CANAIS
SEMICIRCULARES
BIGORNA PERILINFA

> 1L NER
7 = g0
= oTico

COCLEA
ENDOLINFA

1 i Ri.. ™\ TROMPA DE
AURICULA . EUSTAQUIO

L OUVIDO EXTERNO ~JLOUVIDO }§
MEDIO

Figura 1- Anatomia do Ouvido

De acordo com Heneine (2008), o ouvido externo tem a funcdo de captacdo e conducgéo
do som, o ouvido médio tem a funcdo de transformar a energia sonora em deslocamento
mecanico e o0 ouvido interno faz a analise da frequéncia do som recebido.

O mecanismo da audicdo humana é apresentado sucintamente da seguinte forma:

As ondas sonoras entram no ouvido externo, onde sdo canalizadas para o timpano e
causam a vibracdo. Trés 0ssos mindsculos no ouvido médio fazem uma ligacéo
mecanica do timpano com a coclea. [...] Esses 0ssos passam a vibragdo do timpano
para um fluido dento da cdclea. A coclea tem milhares de células ciliadas, que sdo
como cabelos minusculos e oscilam com o fluido. Os cilios perto da entrada da
coclea sdo estimulados por frequéncias altas e os cilios perto da ponta sdo
estimulados por frequéncias baixas. Os movimentos desses cilios ativam as células
nervosas, que mandam os sinais ao longo de varios caminhos neurais ao cérebro,
onde esses sinais sdo interpretados como som. (ANTON & RORRES, 2012, p. 693-
694).

As ondas sonoras que chegam ao nosso ouvido externo precisam ser captadas,

transformadas e distribuidas com o minimo de perda possivel, e, nesse sentido que:
Um dos problemas fundamentais do aparelho auditivo é transmitir as ondas sonoras
do ar para o liquido do ouvido interno, permitindo assim que se processe a
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transducédo de energia mecanica em elétrica. A grande diferenca de densidade entre
esses dois meios (ar e agua) representa uma grande barreira a propagagdo do som. A
maior parte (99,9%) da energia de uma onda sonora que trafega no ar é refletida,
quando essa onda encontra a superficie de separacdo ar-agua. Apenas 0,1% da
energia incidente sofre refracdo. Dessa forma, a primeira tarefa do ouvido é permitir
que a energia da onda sonora chegue até a coclea com um minimo de perda.
(GARCIA, 2002, P. 122)

Perda esta, que esta relacionada a aproximacdo pelo método de minimos quadrados, na
intencdo de que quanto melhor for & aproximagdo encontrada, menor sera a perda de energia

da onda que chegaré até a coclea, o que resultara em uma audicdo mais precisa e fiel ao som

propagado.

Segundo Halliday & Resnick (2011), uma onda sonora pode ser descrita como a vibragédo
das moléculas existentes no ar na mesma direcdo do som, conhecida, entdo, por onda

longitudinal. E, complementar a isso:

[...] as ondas sonoras sdo variacBes no tempo da pressdo do ar. Para o sistema
auditivo, o tipo mais elementar de onda sonora é uma variagao senoidal da pressdo
do ar. Este tipo de onda sonora estimula os cilios da coclea de tal maneira que
produz um impulso nervoso ao longo de um unico caminho neural. [...] Para ser
percebida como um som, uma onda senoidal precisa ter frequéncias num certo
intervalo. Para os humanos, esse intervalo é de aproximadamente 20 a 20.000 ciclos
por segundo (cps). As frequéncias fora desse intervalo ndo estimulam
suficientemente os cilios dentro da céclea a ponto de produzir sinais nervosos.
(ANTON &RORRES, 2012, p. 694).

A
!
} Aq(n

Y~

e VN

Figura 2- Diferentes formas de ondas e a resposta do ouvido

Comparando o ouvido a um sistema linear, podemos dizer que uma onda sonora
complexa (soma finita de ondas senoidais) e uma onda senoidal tem a mesma resposta do
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ouvido, isto é, os impulsos nervosos estimulados pelas duas ondas seguem 0S mesmos
caminhos neurais. Apresentamos modelos das diferentes ondas senoidais, conforme a Fig. 2
(disponivel em Um modelo de minimos quadrados para a audicdo humana. Monografia
de Especializacdo em Matematica. Publicada em 15/12/2005 pela Universidade Federal de
Minas Gerais).

3. MINICURSO: UM CONTRATO DIDATICO

O presente minicurso traz como proposta metodolégica o estudo e a aplicabilidade de
contetidos desenvolvidos nos componentes curriculares de Algebra Linear, Geometria
Analitica, Calculo Diferencial e Calculo Numérico.

Para o desenvolvimento das atividades no minicurso, pretende-se motivar os participantes
a compartilhar as discuss@es e as reflexdes acerca de conhecimentos basicos relacionados ao
método de Minimos Quadrados, utilizando o célculo dos coeficientes de Fourier, por estar
intimamente relacionado a projecéo ortogonal.

Durante o evento, sera disponibilizada uma apostila aos membros, contendo os principais
conhecimentos que norteardo as ideias, esta se apresentard em formato virtual e, enderego a
ser definido.

E importante salientarmos que — conforme a proposta de estudo do minicurso, para a
aplicabilidade dos contetdos supracitados — ha necessidade dos participantes terem como pré-
requisito os conhecimentos referentes a: espagos vetoriais Euclidianos; espacos vetoriais
arbitrarios; espacos com produto interno, principalmente Ajuste de Minimos Quadrados e
Aproximacdo funcional; integracdo e técnicas de integragdo. Desta forma, seria interessante
gue os alunos interessados em fazer o minicurso tenham cursado, pelo menos, componentes
curriculares como Geometria Analitica, Calculo | e Il e Algebra Linear.

Num primeiro momento, havera uma breve apresentacdo dos organizadores do minicurso
e na sequéncia, serdo informados em relagdo aos objetivos do evento, a justificativa da
escolha do tema e a proposta de apresentacdo dos contetidos fundamentais para a aplicacao.

No segundo momento, serdo trabalhados a definicdo de espacos vetoriais, tais como a
normalizacdo, o produto escalar e as relacbes com a geometria, a ortogonalidade vetoriais e a
projecdo vetorial em R™, a geometria de sistemas lineares, o produto vetorial, apresentando
exemplos em CJa,b].

Como terceiro momento, o grupo (re)tomara discussdes referente a definicdo de espacos
com produto interno, angulos e ortogonalidade nestes espa¢os, 0 processo de Gram-Schmidt —
convertendo uma base ortogonal em uma base ortonormal — e o polindmio de Legendre,
utilizando exemplos no espaco CJa, b].

Para quarto momento, apresentaremos o método dos Minimos Quadrados — como uma
aplicagdo do problema para “achar solugdes” de um sistema inconsistente —, ajustes dos
minimos quadrados, defini¢do de polinémios trigonometricos e apresentacdo da relacédo entre
a aproximacdo dos minimos quadrados e Série de Fourier como uma técnica de ajuste de
dados para obtencdo de aproximacdes de funcGes complexas por fungdes mais simples — de
facil resolucdo.

Por Gltimo, num quinto momento, sera desenvolvida a aplicagcdo? “um modelo de
minimos quadrados para a audi¢do humana”, utilizando os conhecimentos aplicados
anteriormente.

As atividades serdo trabalhas num intervalo de 4h e serdo usados durante o minicurso,
materiais como: projetor de tela, tela para a projecdo, quadro branco (ou verde), canetas
coloridas para quadro branco (ou giz colorido para quadro verde). Os participantes dever&o ter

2Secdo 10.19 (ANTON & RORRES, 2012, p. 693-699)
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um notebook (ou tablet) para a leitura da apostila, um bloco e/ou folhas A4 para anotacdes,
assim como, caneta, lapiseira e borracha.

4. RESULTADOS ESPERADOS

Por meio do minicurso, esperamos que 0s participantes interajam com 0s organizadores e,
no decorrer da realizacdo das atividades propostas, sintam-se motivados, compreendendo a
importancia de aprender, estudar, compreender, refletir e aprofundar os conhecimentos
matematicos relacionados a: vetores, espacos vetoriais e projecfes ortogonais em Cla, b],
técnicas de integracdo, ajustes de Minimos Quadrados, bem como, Série de Fourier.

Que a aplicacio da Algebra Linear, desenvolvida no minicurso, contribua para
desenvolver nos participantes a percepcao investigativa a partir das discussoes e reflexdes
entre estes e 0s responsaveis pelo evento, permitindo que tornem-se agente de sua
aprendizagem.

5. CONSIDERACOES FINAIS

Consideramos um desafio aplicar o método de Minimos Quadrados e a Série de Fourier
em problemas contextualizados, relacionados a outras areas do saber, por exigir que o0s
envolvidos tenham um conhecimento amplo e aprofundado em Algebra Linear, bem como, de
Geometria Analitica e Calculo Diferencial e Integral.

A proposta de minicurso, focando principalmente estes conhecimentos, no contexto do
aparelho auditivo, motivara os participantes e esperamos que estes sociabilizem as reflexdes e
discussdes, bem como, possam utiliza-los em outras aplicagcdes semelhantes.

A apresentacdo e resolucdo das atividades, assim como, a atuacdo dos participantes e dos
organizadores do minicurso, serdo avaliados e analisados, o qual, os resultados poderdo ser
apresentados em outros eventos desta natureza.
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