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Resumo. Este trabalho tem o objetivo de realizar uma comparagdo entre algumas ferramen-
tas que sdo estudadas durante um primeiro curso de Andlise Real e suas generalizacoes para
o conceito chamado Espacos Métricos. As comparacdes sdo simplesmente a exibicdo em pa-
ralelo, das definicoes de conceitos, que possuem seus andlogos tanto em andlise real de uma
varidvel como para espagcos métricos em geral. A énfase destas comparagoes é focalizada na
nog¢do de Completude, como por exemplo, o conjunto dos niimeros reais forma um corpo orde-
nado completo. Alguns espacos métricos também possuem a propriedade de serem completos,
onde é discutido fatos em torno deste conceito. Ainda, é exibida a demonstracdo do chamado
Teorema do Ponto Fixo no caso de uma dimensdo. Em seguida é exibida a demonstracdo desse
teorema para o caso de espacos métricos em geral.

Palavras Chave: Andlise Real, Espacos Métricos, Completude, Teorema do Ponto Fixo.

1 INTRODUCAO

A “Analise Real - a qual na sua forma mais bésica € o estudo rigoroso das ideias do Calculo”
BLOCH (2011), onde dentro desse ponto de vista do tratamento rigoroso das ideias do Célculo,
para se introduzir os primeiros conceitos que sao objetos de estudo num curso de andlise real é
necessdrio realizar uma abordagem do conjunto dos nimeros reais de forma um pouco mais ri-
gorosa, deixando de modo bem explicito, as propriedades que existem sob esse conjunto € como
elas devem ser usadas. Esse processo de detalhar de modo rigoroso as propriedades dos nime-
ros naturais € algo que veio da necessidade de demonstrar teoremas de importancia fundamental
para o célculo, como por exemplo, o teorema do valor intermedidrio. “Ainda, (BLOCH, 2011)
afirma que o desenvolvimento de um tratamento rigoroso dos nimeros reais foi o resultado do
desejo de proporcionar uma base so6lida para o cdlculo; sem um bom entendimento dos numeros
reais ndo seria possivel obter provas completas de resultados importantes”. Normalmente esta
abordagem mais rigorosa dos nimeros reais € realizada exibindo os axiomas de corpo, corpo
ordenado e finalmente apresentando o axioma fundamental da andlise, que € o chamado Axi-
oma do Supremo. A partir dai sdo trabalhados os conceitos de sequéncia, séries numéricas,
limites e continuidades de fungdes reais, diferenciacdo e integracdo de fungdes definidas em
subconjuntos de R tomando valores em R.

Algo semelhante a ideia de completude do conjunto dos nimeros reais ocorre com espagos
métricos em geral, onde se busca a no¢ao de Espaco Métrico Completo. “Vamos ver, no entanto,
a completude como uma propriedade dos espacos métricos que € completamente independente
de qualquer ordem que o espago possa ter; de fato, muitos dos espagcos métricos completos
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interessantes nao sdo equipados com qualquer ordem padrao” (SEARCOID, 2007). Onde muito
dos conjuntos equipados com uma estrutura de espaco métrico nao possuem uma relagdo de
ordem definida; e mesmo assim pode-se obter uma nocdo de completude para eles. No que diz
respeito a ideia de completude, esta € uma ferramenta quase que exclusiva da analise.

2 METODOLOGIA E MATERIAIS

O trabalho consiste numa exposicao dos conceitos que sao objetos de estudo. A metodologia
foi, basicamente, a pesquisa bibliografica buscando atingir o objetivo de realizar a comparagao
de algumas ferramentas definidas tanto no contexto de analise real como em espagos métricos.
Com a exibi¢cdo da demonstracdo do teorema do ponto fixo, visa-se dar um exemplo de que
vérios conceitos estudados em andlise real de uma varidvel podem ser facilmente adaptados e
terem suas demonstracdes no caso mais geral, que € realizada no contexto dos espacos métricos.
Em particular, as demonstragdes realizadas foram pesquisadas em (FERREIRA, 2008), (LIMA,
2013), (LIMA, 2011) e (SEARCOID, 2007) e acrescentado alguns detalhes elementares omiti-
dos nestas demonstracoes.

3 ESPACOS METRICOS

Inicialmente € exibido a definicdo de espaco métrico e mostrado alguns exemplos.

Definicao 3.1 (métrica)
Dado um conjunto M, uma Métrica em M € uma fungdo d : M x M — R possuindo as
propriedades:

d(a,b) > 0; (1)

d(a,b) =0 se, e somente se, a = b; (2)
d(a,b) = d(b,a); 3)

d(a,b) <d(a,c)+d(c,b). 4)

para todos a,b,c € M. Observe que d(a,b) € R, que < e + representam respectivamente a
relagdo de ordem e a operacdo de adi¢do usual definidas em R. ¢

Definicao 3.2 (espaco métrico)
Dado um conjunto M e uma métrica d em M, um Espaco Métrico é o par (M,d). &

Exemplos:

O conjunto R com || : R x R — R definida por d(a,b) := |a — b| define uma estrutura
métrica sob o conjunto dos nimeros reais, que podemos representar por (R, ||), onde || é a
funcdo valor absoluto em R.

O conjunto R” com d : R" x R" — R definida por d(a,b) := /(a1 — b1) + - + (an — by)

onde a = (ay,--- ,a,) e b= (by,--- ,by) define uma estrutura métrica sob o espaco euclidiano

n—dimensional. Existem outras duas funcdes diferentes que tornam o R” um espaco métrico.
/ " .

Saoelas: d (a,b) :=|ay —bi|+---+|an—by| ed (a,b) :=max{|a; —by|, - ,|an—by|}. Assim

1

temos os espacos métricos (R",d), (R",d ), (R".d").
Dado um conjunto qualquer A define-se d : A x A — R por

0 sea=>b
d(a’b)'_{l sea#b
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que faz com que qualquer conjunto torne-se trivialmente um espaco métrico.

Para uma demostragdo completa de que (R, ||) e (R”,d) sdo espacos métricos consulte (Fer-
reira 2008), paginas: 16, 17 e 18. Para discussdes a respeito das outras métricas apresentadas,
assim como exemplos adicionais de espacos métricos, consulte o primeiro capitulo de (Lima
2011) ou (Searcoid 2007).

4 ELEMENTOS DE ANALISE REAL DE DIMENSAO 1 E SEUS EQUIVALENTES
EM ESPACOS METRICOS.

Na sequéncia serdo exibidos alguns conceitos de andlise real e seus andlogos em espagos
métricos. Os resultados discutidos aqui ndo serdo demonstrados e serd dada uma referéncia
logo abaixo do resultado entdo discutido onde se pode encontrar a demonstragdo destes.

Definicao 4.1 (sequéncia)

Dado um conjunto A chama-se de uma Sequéncia de elementos de A a uma fungdo x: N —
A, onde escreve-se (x,),en em vez da notagdo usual de uma fung@o, x,, ao invés de x(a) para o
valor x, € Aparacadane N. ¢

Definicao 4.2 (sequéncia limitada)
Dado uma sequéncia (x,),en em R, diz-se que (x,),en € Limitada se existe ¢ € R tal que
|x,| < ¢ paratodon € N.

Dado um espago métrico (M,d) uma sequéncia (x,),cn em M, diz-se que (x,)nen é Li-
mitada se existe ¢ € R tal que d(x,,x,;;) < ¢ para todo n,m € N.

Definicao 4.3 (limite de uma sequéncia)
Dado uma sequéncia (x,),en em R, diz-se que o elemento a € R é Limite de (xp),en,
quando dado € > 0, existe n(€) € N tal que

|x, —a| < € (5)
para todo n > n(¢€).

Dado um espago métrico (M,d) e uma sequéncia (x,),eny em M, diz-se que o elemento
a € M é Limite de (x,)qen, quando dado € > 0, existe n(€) € N tal que

d(x,,a) < € (6)
para todo n > n(€). O

Ainda dentro do ponto de vista da observagdo existéncia de corpos ordenados completos,
um teorema de grande importancia para a andlise e que inclusive é considerado como o ponto
inicial da conceituacao rigorosa dos niimeros reais cuja descoberta € devida a Richard Dedekind
€ o seguinte.

Teorema 4.1 (Dedekind)
Toda sequéncia mondtona limitada nimeros reais € convergente.

223


andersonbihain
Texto digitado
223


XX EREMAT - Encontro Regional de Estudantes de Matemdtica da Regido Sul
Fundacdo Universidade Federal do Pampa (UNIPAMPA), Bagé/RS, Brasil. 13-16 nov. 2014.

Demonstracao: Esta pode ser encontrada em Lima 2013, p: 26. “Foi tentando demonstr-
lo ao preparar suas aulas, na metade do século 19, que R. Dedekind percebeu a necessidade de
uma conceituagdo precisa de niamero real”(LIMA 2013).

Segue-se como coroldrio desse, o teorema de Bolzano-Weierstrass que desempenha um pa-
pel fundamental em anélise.

Teorema 4.2 (Bolzano-Weierstrass)
Toda sequéncia limitada de numeros reais possui uma subsequéncia convergente.

Demonstracao: Esta pode ser encontrada em Lima 2013, p: 26.

Definicao 4.4 (sequéncia de Cauchy)
uma sequéncia (x,),cny em R é dita Uma Sequéncia de Cauchy se ela possui a propriedade:
dado € > 0, existe n(€) € N tal que

[Xn —xim| < € (7
para todo m,n > n(€).
Uma sequéncia (x,),cny num espaco métrico (M, d) é dita Uma Sequéncia de Cauchy se
ela possui a propriedade: dado € > 0, existe n(€) € N tal que
d(xp,xm) < € (8)
para todo m,n > n(€). ¢

Teorema 4.3 (propriedade de uma sequéncia convergente)
Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Teorema 4.4 (limitude de uma sequéncia de Cauchy)
Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

Teorema 4.5 (propriedade de uma sequéncia de Cauchy)
Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente é convergente € con-
verge para o mesmo limite da subsequéncia.

Demonstracao: veja as demonstracdes de (3), (4) e (5) em Lima 2011, paginas 161, 162 e 163.

Definicao 4.5 (espaco métrico completo)
Um espago métrico (M, d) é dito Um Espagco Métrico Completo, se toda sequéncia de Cau-
chy converge em M.

Definicao 4.6 (ponto de acumulagado)
Dado X C R o elemento a € R é dito um Ponto de Acumulagdo de X quando dado € > 0
existe x(&) € X tal que

[x(e) —a| <& 9)

Um espago métrico (M,d) X C M o elemento a € M é dito um Ponto de Acumulagdo de X
quando dado € > 0 existe x(&) € X tal que

d(x(g),a) < € (10)

O conjunto dos pontos de acumulag¢do de um conjunto X € denotado por X "0
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Definicao 4.7 (limite de uma fungdo))
Dado X C R, uma fun¢do f: X — Rea e X'; diz-se que o elemento [ € R é Limite de f
quando x tende a a, se, dado € > 0 existe & > 0 tal que

|x —al < & implica |f(x)—1I| < € (11)

para todo x € X com |x —a| < 9.
Dado os espagos métricos (M,d) e (M,d), X C M, uma fungdo f: X — Nea € X ; diz-se
que o elemento [ € N é Limite de f quando x tende a a, se dado € > 0 existe d > 0 tal que

d(x,a) < 0 implicad(f(x),l) <€ (12)
para todo x € X com d(x,a) < 6. O

Definicao 4.8 (funcdo continua)
Dado X C R, uma fun¢do f: X — R e a € X; diz-se que f é Continua no ponto a quando
dado € > 0 existe 0 > 0 tal que

|x —al < & implica |f(x) — f(a)| < € (13)

para todo x € X com |x —a| < d.
Dado os espacos métricos (M,d) e (M,d), X C M, uma fungdo f: X — N e a € X; diz-se
que f é Continua no ponto a quando dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

d(x,a) < 0 implicad(f(x), f(a)) <€ (14)
para todo x € X com d(x,a) < 6. O

Sob o ponto de vista de prestar atenc¢do aos detalhes mais refinados da teoria do cédlculo “é
surpreendente como muitas pessoas pensam que andlise consiste em demonstracdes dificeis de
teoremas 6bvios”KORNER (2003). O conjunto dos niimeros reais forma um corpo ordenado
completo, dito pelo axioma do supremo, veja por exemplo, em Lima 2012 cap.3, p: 80. A
no¢do de completeza € fundamental no que diz respeito ao bom comportamento da nogdo de
limite e continuidade de funcdes definidas em subconjuntos de R e tomando valores em R.
Como exemplo desse fato “KORNER (2003) descreve o seguinte: Teorema 1.1. (teorema do
valor constante). Se f: R — R é diferencidvel e f/ (t) = 0 paratodo 7 € R entéo f é constante.
Se este teorema € “intuitivamente claro” sobre R, ele deveria ser intuitivamente claro sobre Q.
A mesma observacdo se aplica a outro teorema “intuitivamente claro”. Teorema 1.2. (teorema
do valor intermediério). Se f: R — R é continua, b > a e f(a) > 0 > f(b), entdo existe um
ccom b > ¢ > atal que f(c) =0. No entanto, se trabalharmos sobre Q ambos os teoremas
desaparecerdo como uma nuvem de fumacga”.

Onde o conjunto Q dos niimeros racionais embora seja um corpo ordenado, este nao forma
um corpo ordenado completo.

5 METODO DAS APROXIMACOES SUCESSIVAS, CONTRACOES E O TEOREMA
DE PONTO FIXO.

O método das Aproximagdes Sucessivas “conceitualmente bastante simples, que tem inu-
meras aplicacdes a Geometria, a Andlise e ao Cédlculo Numérico LIMA (2007)”, assim como
vdrias outras ferramentas definidas na reta, ela também possui sua versao para espacos métricos.
Este serd demonstrado e utilizado na demonstra¢io do teorema do ponto fixo. Lembrando que
ambas as demonstracdes serdo realizadas tanto na reta como para espacos métricos em geral.
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Teorema 5.1 (método das aproximacoes sucessivas, caso R)
Dado uma sequéncia (x,),cn em R com a propriedade:

|xn+l_xn’ §l|xn_xn—1’ (15)

para todo n € N, com A € [0,1). Nessas condi¢des, (x,),cn € uma sequéncia de Cauchy e
portanto convergente.

Demonstracdo: Comega-se observando que |x3 — x| < A|x, — x1| usando (15). Novamente
por (15), escreve-se |x4 —x3| < A|x3 — x2|. Agora multiplicando-se |x3 — x| < A|x; — x| por 4
temos A|x3 — x| < A2%|x; —x1|. Observe que agora se pode escrever

lxg —x3] < A2%|xp —xq]. (16)
Em geral tém-se
%0 — Xp—1] S?L"_l|x2—x1|. (17)
Agora observa-se que | X4 p+1 — Xn| = [Xntp+1 — Xntp + Xntp — Xn|, donde
Xt pr1 = Xn| < Xt prt — Xntp| + [Xntp — Xnl- (18)
por (17) se sabe que |X,4p1 — Xniyp| < AP~ 1y, — x1| logo tém-se
ntpat — Xn] < APy — x|+ [ p — X (19)
Observe que pode-se escrever |X,4p —Xp| = [Xntp — Xntp—1 +Xntp—1 + -+ +x2 —x1| donde
Xnep =Xl < Xngp = Xngp-1] -+ 2 —x1]

< (ln+p—2 + Atp—3 44 An_1)|x2 _xll' (20)

Usamos (19) com (20) para formar [x,4 1 — X, < (AP~ 4+ AP=2 4o 4 A1) — xq .
Agora esta ultima desigualdade pode ser escrita da seguinte forma:

n—1 -1
it —Xa] S AN AP AP o 1) i — x| 1)
observe que a expressdo entre parénteses € uma soma geométrica e pode-se reescrever (21)
assim:

B 1 _)Lp-i-l
o pr1 — X <AL X2 —x1] (22)

1-4
N o _ap+l n—1 . .
do fato de que A € [0,1) t8m-se A"~ ! % lxo —xp| < )}_—;L |x» — x1| pelas propriedades usuais
de séries geométricas com razdo A < |1|. Logo

n—1
Xt p 1 —Xn| < - [xa —x1| (23)

n—1 .
agora observa-se que quando n — oo t€ém-se }l”_—l|x2 —x1| — 0. Isso permite que, dado € > 0,
existe n(€) € N tal que

|xn+p+1 —xn| <E€ (24)

escrevendo m = n+ p + 1 se tem |x,, — x,| < € para todo m,n > n(€). Logo pela defini¢do de
sequéncia de Cauchy (4.4), a sequéncia (x,),cn € de Cauchy. O

226


andersonbihain
Texto digitado
226


XX EREMAT - Encontro Regional de Estudantes de Matemdtica da Regido Sul
Fundacdo Universidade Federal do Pampa (UNIPAMPA), Bagé/RS, Brasil. 13-16 nov. 2014.

Teorema 5.2 (método das aproximagdes sucessivas, caso (M,d))
Dado um espago métrico (M, d) e uma sequéncia (x,),cny em (M,d) com a propriedade:

d(xn—i-l:xn) < Ad(xmxn—l) (25)

para todo n € N, com A € [0,1). Nessas condi¢des, (x,),en é uma sequéncia de Cauchy e
portanto convergente.

Demonstraciao: O raciocinio e a ordem dos argumentos seguem-se na mesma linha do que
foi realizado anteriormente no caso R. Do fato de que (x;,),cn tem a propriedade (25), mais
geralmente se tem

d(Xn,%0—1) < A" 1d(xa,x1). (26)
d(Xpipi1,Xn) < AP AP 24 2" Nd(x,x1)  (27)
d(Xpspr1,%0) < AHAPHAPT 4 D) d (2, x1) (28)

1— ;Lp+1
d(Xpipt1,Xn) < l"_l-ﬁd(xz,xl) (29)
A‘nfl
d(Xpspt1,Xn) < 1_)Ld(x2,x1). (30)

A desigualdade (30) segue-se de (29) porque A € [0, 1); agora observa-se que quando n — oo se
tem %d (x2,x1) — 0. Isso permite que, quando dado € > 0, existe n(€) € N tal que

d(anrpH,xn) <& (31)

escrevendo m = n+ p + 1 se tem d(xy,,x,) < € para todo m,n > n(€). Logo pela defini¢ao de
sequéncia de Cauchy (4.4), a sequéncia (x,),cn é de Cauchy. [J

Definicao 5.1 (contracdo)
Dado X C R e uma fungdo f: X — X, diz-se que f é uma Contracdo quando existe A €
[0,1) tal que

[f () =f ] < Alx—y (32)

para quaisquer x,y € X.
Dado um espago métrico (M,d), X C R e uma fungdo f: X — X, diz-se que f é uma
Contragdo quando existe A € [0,1) tal que

d(f(x),f()) <Ad(x,y) (33)
para quaisquer x,y € X.

Definicdo 5.2 (ponto fixo de uma fungdo)
Dado uma fungdo f: A — A e a € A, diz-se que a é um Ponto Fixo de f quando

fla)=a. (34)

Teorema 5.3 (do ponto fixo na reta)
Dado X C R, uma contrag@o f: X — X e um elemento xy € X escolhido arbitrariamente;
a sequéncia (x,),en em R definida por

x1:= f(x0) € xpt1 := f(xn) (35)
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(i) (xn)nen € uma sequéncia convergente;
(i) (xn)nen converge para um ponto fixo de f;

(iii) f possui um tnico ponto fixo.

Demonstracdo:Para provar (i), tome xp € X e defina (x,),cy em R de acordo com (35). Pela
defini¢do de f e do fato de que ela é uma contracdo, pode-se escrever

|f(x1) = f(x0)| = |22 —x1| < A|x1 —x0 (36)

e mais geralmente

|f(xXn) = f(n—1)] = X1 — x| < Al —x4-1] (37)

logo, esta é uma sequéncia do tipo especificada pelo teorema (5.1) do método das aproximacgdes
sucessivas, e portanto, converge. Isto prova (i).

Para demonstrar (ii), por f ser uma contracdo, mostra-se que ela € continua. De fato, dado
€ > 0 basta tomar 6 = %8, tém-se para x,y € X com |[x —y| < &

1
[fG) = fO < Ax—y[<A-ye=e. (38)
Sabemos por (i) que (x,),en € uma sequéncia convergente; seja a = lim,_.x,, logo, pela

continuidade de f e pela defini¢do de (x,),cn tem-se

f(a) = f(r}glgoxn) = nlglolof(xn) = nlg{}oanrl =a. (39)

Isto mostra que (x,),cn converge para um ponto fixo de f.
Para mostrar (iii), seja b € X com f(b) = b, por f ser uma contra¢do tém-se

|[f(a) = f(a)| = |a—b] < Ala—b] (40)

onde f(a) = a, logo (1 —A)|la—b| <0. Do fato de que A € [0,1) tém-se 1 — A > 0 e como
|a—b| > 0, segue-se que |a—b| =0 e tém-se (1 — A)|a— b| = 0; logo, a = b e o ponto fixo de
f € tnico. [

Algo que foi utilizado implicitamente na demonstracdo € que o conjunto R forma um corpo
ordenado completo, pois caso R ndo fosse completo poderia existir sequéncias de Cauchy ndo
convergentes.

Teorema 5.4 (do ponto fixo num espaco métrico)
Dado um espacos métrico completo (M,d), X C R, uma contra¢do f: X — X e um ele-
mento xp € X escolhido arbitrariamente; a sequéncia (x,),cny em R definida por

x1 = f(x0) € xpt1:= f(xn) 41)
(i) (xn)nen € uma sequéncia convergente;
(ii) (xn)nen converge para um ponto fixo de f;

(iii) f possui um unico ponto fixo.
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Demonstracio:Para provar (i), tome xo € X e defina (x,),en em M de acordo com (41). Pela
defini¢do de f e do fato de que ela € uma contragdo, pode-se escrever

d(f(x1), f(x0)) = d(x2,x1) < Ad(x1,%0) (42)
e mais geralmente

d(f(xn)af(xn—l)) — d(xn—i-l;xn) S ld(xmxn—ld) (43)

logo, esta é uma sequéncia do tipo especificada pelo teorema (5.2) do método das aproximagdes
sucessivas, € portanto, converge. Isto prova (i).

Para demonstrar (ii), por f ser uma contragdo, mostra-se que ela € continua. De fato, dado
€ > 0 basta tomar § = %8, tém-se para x,y € X com d(x,y) < &

1
A, 1(3)) < Ad(wy) < Ao e =e. “4)
Sabemos por (i) que (x,).en € uma sequéncia convergente; seja a = lim,_.x,, logo, pela
continuidade de f e pela defini¢do de (x,),cn tem-se
fl@) = f(lim ) = lim f(5) = limx. =a. 45)

Isto mostra que (x,),cN converge para um ponto fixo de f.
Para mostrar (iii), seja b € X com f(b) = b, por f ser uma contragdo tém-se

d(f(a), f(a)) = d(a,b) < Ad(a,b) (46)

onde f(a) = a, logo (1 —A)d(a,b) < 0. Do fato de que A € [0,1) ttm-se 1 —A > 0 e como
d(a,b) > 0, segue-se que d(a,b) =0 e tém-se (1 — A)d(a,b) = 0; logo, a = b e o ponto fixo de
f € tnico. [

Fato andlogo ao discutido no final da demonstracdo desse teorema na sua versao para a
reta € que algo que foi utilizado implicitamente na demonstracdo é que o conjunto M forma um
espaco métrico completo, pois caso M ndo fosse completo poderia existir sequéncias de Cauchy
nao convergentes.

6 CONSIDERACOES FINAIS:

Ao se ter a oportunidade de ver conceitos matematicos definidos em contextos mais gerais,
permite que se observe e de a importincia necessdria a certos conceitos da teoria que por vezes,
parecem de importancia inferior. Observou-se que a demonstracao do teorema do ponto fixo no
caso mais geral em espacos métricos, seguiu-se que sem nenhum esforco adicional da demons-
tracdo do mesmo para o caso da reta real. Por meio da comparagdo entre algumas ferramentas
que sao estudadas durante um primeiro curso de andlise real com sua respectivas generaliza-
cOes em espagos métricos, pode-se ter uma melhor compreensdo da utilidade e importancia das
nogoes tedricas que se estudam em andlise, como por exemplo, da no¢do de completude. Com
esta discuss@o pode se ter uma visdo mais clara da necessidade da formalizacdo de varios con-
ceitos considerados elementares, por exemplo, as propriedades dos nimeros reais, para se obter
provas completas de resultados importantes, muitos deles, introduzidos ja nos primeiros cursos
de Calculo.
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