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Resumo. O presente trabalho apresenta a aplicacdo do Método de Homogeneizacéo
Assintética na obtenc@o de uma lei efetiva para o fluxo de calor de uma barra bifasica,
periddica, ndo linear e com uma barreira térmica entre as fases. A lei obtida foi avaliada em
situacOes de conducdo até isolamento perfeitos, analisando seu comportamento em relacéo a
diferentes parametros, onde constatou-se a sua validade de acordo com a coeréncia
apresentada nos resultados obtidos

Palavras Chave: Materiais Compositos, Contato imperfeito,Comportamento N&o linear,
Método de Homogeneizagao Assintética

1. INTRODUCAO

O comportamento de um material frente a alguma interferéncia do ambiente (seja
aplicacdo de tensdo, transferéncia de calor, entre outras) depende diretamente das
propriedades fisicas e quimicas que apresenta. E importante lembrar que o desempenho em
servigo € determinado ndo apenas pelo material escolhido, mas tambeém pelas modificacdes
advindas do processamento (FERRANTE, 2009). O estudo das propriedades térmicas de um
dado material se faz necessario devido a forte influéncia destas no seu comportamento.

A vibragdo térmica dos atomos do material é a principal causa do aparecimento de
anormalidades na estrutura cristalina do solido. Especificamente, a concentracdo de tais
defeitos cresce exponencialmente com a temperatura (SHACKELFORD, 2009), e como 0s
movimentos de atomos no solido ocorrem através do deslocamento destes pontos defeituosos,
a taxa de difusdo do estado sélido também cresce exponencialmente com a temperatura.

A variacdo de temperatura no material também é responsavel pela variacdo do volume do
mesmo. Porém, esta dilatacdo (ou contracéo) ocorre de forma diferente no interior do sélido e

61



XX EREMAT - Encontro Regional de Estudantes de Matematica da Regido Sul
Fundag&o Universidade Federal do Pampa (UNIPAMPA), Bagé/RS, Brasil. 13-16 nov. 2014.

nas porgoes periféricas, e deste comportamento resultam tensdes residuais que, dependendo
do gradiente de temperatura e do material, podem levar a sua fratura.

Entre as principais variaveis consideradas no estudo das propriedades térmicas de um
solido estdo: temperatura (e seu gradiente ao longo do material); condutividade térmica e
fluxo do calor. Matematicamente, a condutividade térmica é a raz&o entre o fluxo de calor e 0
gradiente de temperatura, numa mesma direcéo.

Materiais compdsitos sdo materiais heterogéneos formados a partir da distribuicdo de
dominios ocupados por dois ou mais materiais homogéneos constituintes diferentes chamados
de fases, tais que a escala da distribuicdo (escala microscopica) seja, simultaneamente, muito
maior que a escala molecular, e muito menor que a escala do composito (escala
macroscopica). Isto permite que o compdsito seja considerado como um meio continuo e lhe
associar propriedades macroscopicas ou efetivas.

O objetivo da producdo de um composito é obter, num Unico material, novas e/ou
melhores propriedades fisicas, as quais ndo seriam obtidas com os materiais constituintes
separados. Basicamente, estes materiais se constituem na inclusdo de um material numa
matriz, a fim de reforca-la, sendo conhecidos como compdsitos do tipo matriz-inclusdo. Um
dos principais exemplos deste tipo de material é a fibra de vidro, onde a forca de fibras de
vidro de didmetro pequeno é combinada com a ductilidade de uma matriz polimérica. No
contexto térmico, por exemplo, tem-se o problema da degradacdo das propriedades de um
polimero quando submetido a temperaturas proximas as consideradas criticas. Neste caso, 0
reforco com fibras ndo impede a degradacdo, mas o aumento da resisténcia mecanica obtido
com a combinacdo faz com que tal degradagé@o ocorra sob temperaturas mais elevadas. Assim,
inimeros avancos cientificos e tecnoldgicos recentes em diversas areas como aeronautica,
aeroespacial, petroquimica, naval, bioengenharia, automobilistica, construcdo civil e de
artigos esportivos, entre outras, somente se tornaram viaveis apds o advento dos materiais
compésitos (LEVY NETO & PARDINI, 2006).

Matematicamente, o comportamento fisico do compédsito € modelado mediante um
problema de valores de contorno e iniciais no qual as equacdes diferenciais apresentam
coeficientes rapidamente oscilantes. Tais oscilacdes rapidas sdo causadas pelo carater
microscopico da distribuicdo dos constituintes e fazem com que a resolucdo numérica direta,
guando possivel, tenha um alto custo computacional. Por exemplo, a aplicacdo dum método
de malha como o método de elementos finitos requer que a malha seja extremamente fina.

Uma alternativa para encontrar o comportamento efetivo do compdsito consiste em
empregar algum procedimento de homogeneizacdo, a qual consiste em estudar um material
homogéneo equivalente ao composito, no sentido de que as propriedades efetivas deste sdo as
propriedades daquele, numa microescala estabelecida, e depois passar as informacgdes obtidas
para a macroescala do material. Em particular, neste trabalho empregaremos o método de
homogeneizacdo assintotica (MHA), o qual se baseia no desenvolvimento assintético em
escala dupla da solucdo do problema de valores de contorno e iniciais que modela o
comportamento fisico do compdsito. Esta solucdo assintOtica considerada apresenta uma
exatiddo muito boa, sendo demonstrado matematicamente em (LAZZARI et al., 2014) que tal
aproximacéo é da ordem do parametro pequeno estabelecido para a microescala, no caso da
equacdo unidimensional do calor. Assim, obtém-se uma sequéncia recorrente de problemas
cujo limite é o modelo do material homogéneo equivalente, ou seja, um problema de valores
de contorno e iniciais com coeficientes constantes. Este método é relevante sobretudo quando
0 composito apresenta microestrutura periodica, e permite estudar diversos fendmenos tais
como vibragdes elasticas, fluxo de calor, difusdo, percolagdo de fluidos, oscilacGes
eletromagnéticas e radiacéo, entre outros. Alem disso, quando o uso de métodos numéricos
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para a resolucdo dos problemas na sequéncia recorrente € inevitavel, sua aplicacdo se
caracteriza pelo baixo custo computacional (BAKHVALOV & PANASENKO, 1989).

O MHA tem sido aplicado com sucesso em diversos problemas fisicos lineares, porém,
comportamentos ndo lineares tém sido pouco estudados, assim como materiais que
apresentam contato imperfeito entre suas fases. Em compdsitos, as propriedades e a fracao
volumeétrica de cada fase sdo importantes, também a extensdo da conectividade entre as fases
deve ser conhecida (ASKELAND & PHULE, 2008).

Em particular, o estudo das propriedades mecénicas efetivas do compdsito esta
relacionado, por exemplo, a prevencdo de falhas estruturais, como o dano e a fratura, os quais
podem resultar em efeitos adversos levando a perdas econdmicas ou de vidas (COURTNEY,
2005). Existem varios mecanismos de fratura de um corpo sélido, mas, de forma geral,
ocorrem devido & quebra de ligagcbes quimicas na sua estrutura atbmica e dependem de
condi¢cdes como temperatura e tensdo, assim as condi¢fes do ambiente em que esta inserido o
material. Dessa forma, estudar o comportamento material efetivo perante a variagdo destas
grandezas se faz extremamente necessario para a prevencao de falhas.

Assim, este trabalho tem por objetivo determinar e avaliar, via algoritmo baseado no
MHA, a lei efetiva que modela o fluxo de calor numa barra bifasica com estrutura periodica,
ndo linear, considerando a existéncia duma barreira térmica entre as fases constituintes.

2. METODOLOGIA

2.1. Formulacgéo do problema

Seja uma barra bifasica infinita obtida da replicacdo periddica da célula bésica
Q" = UL U{x), QF NQY =, de comprimento |Q“|=a ] 1, onde QF ¢ a regido
ocupada pela fase constituinte r =1,2 (o material de tipo r) e x, =0Q NoQ; é o ponto de
contato das fases. Assim, {xi}ieL ¢ 0 conjunto enumeravel de pontos de contato entre as fases
da barra na variavel espacial macroscopica X .

Sejam 7% e u” as variaveis do fluxo de calor e da temperatura, respectivamente,
assumidas continuamente diferenciaveis para x=X;. Assim, a lei que descreve o

comportamento constitutivo da barra é dada por:
(U, %) =1 (97, (uf )+ 15 (97, (u) (1)

onde, A“(x)zA(x/a), o indice x indica diferenciacéo, e rr(u“) e 17(x) séo a relacéo

X
constitutiva e a fungéo caracteristica da fase r, respectivamente. Supde-se que a barra estd em
equilibrio, ou seja,

[ 7% (uf,x) ] = f(x), com x=x, )

onde f(x) é uma fonte de calor atuando na barra. Supde-se também que, nas interfaces
X =X, 0 fluxo de calor é continuo, ou seja,

e (ug, x)H,_ =0, (3)

=X;
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e que a temperatura tem descontinuidades de salto finito de magnitude proporcional ao fluxo
na fase 1, ou seja,

7 (uf)

x=% =p u” X=%; 1 (4)

onde o colchete duplo denota o operador do "salto" ou "contraste™ da grandeza ao passar de
uma fase a outra através de x=x,, e >0 € a condutancia térmica da interface. A condigéo

da Eq. (4) é chamada de barreira térmica. Note que, f=0 e S —>oco correspondem,

respectivamente, aos casos de isolamento térmico perfeito entre as fases da barra e de
conducéo perfeita da temperatura nas interfaces.

2.2. Homogeneizacdo assintotica

Introduz-se uma escala microscopica mediante a variavel local & definida pela relagdo
E=x/a. Assim,em &, Q, =(0,c,), Q,=(c,1), e £=c, é 0 ponto de contato das fases na
célula de periodicidade. Procuramos a solucdo do problema Eg. (1)-(4) na forma da

assintética truncada

u~u® () +au®(x, &) +a?u® (x, &) =u?, (5)

onde u@(x), u®P(x,&) e u@(x,&) sio fungdes continuamente diferenciaveis, em relagio a
X, e 1-periodicas em relacdo a &.
Agora tomamos os dois primeiros termos da série de Taylor da tensdo r(g,cf) na

vizinhanga do ponto (u{” +u, &), isto é:

7(£,&)~ r(ui"’ +u§),§)+rg (uio) +u§),§)[5—(u§°’ +u® )] , (6)

onde &“ =u; é o gradiente de temperatura. Logo, substituindo Eg. (5) em Eqg. (6), levando

em conta a regra da cadeia [ A(x,£) | = A, +a *A;, segue que

(U@, &) = 7(u® +u®, &) +a (U +uP)z, (U +u? &) +0(a?). @)

Agora, substituindo Eqg. (7) na equacéo de equilibrio Eq. (2) temos a igualdade assintotica

a7 (u® +uf, 5)]5 +

, , (8

+a° {[r(uff’) +u§1),§)]x+[(u)((l) +u22))rg (uio) +ué1),§)L— f}+O(a):0 s ©
donde obtemos que

[7(u?+uf )] =0, £\, (©)

64



XX EREMAT - Encontro Regional de Estudantes de Matematica da Regido Sul
Fundag&o Universidade Federal do Pampa (UNIPAMPA), Bagé/RS, Brasil. 13-16 nov. 2014.

e
® ., © 4 y® _ © 4 y®
[(u® +u®)z, (u® +uf ,f)]é——[r(ux +uf ,g)]x+f L Ee(0.)\{c} (10)
Por outro lado, substituindo Eg. (7) na condicao de continuidade em Eq. (3) segue que
© L y® -0 11
Er(uX +ul 5)%5201 (11)
e
® @ © 4y =0. 12
(0 +u?)z, (u? +u?, £, (12)
Analogamente, substituindo Eqg. (5) na condicdo de contato imperfeito Eq. (4) segue que
© 4 @ _ ®
7, (u® +u )L:q = BHu Eézq (13)
e
u® . =0. (14)

Dado u(@, Egs. (9), (11) e (13) definem o chamado problema local para obter u® em
termos de u(®. Similarmente, dados u©® e u®, Egs. (10), (12) e (14) definem o problema
para obter u® em termos de u©® e u® . A condicdo necessaria e suficiente para a existéncia

e unicidade de u® e u® solucgdes 1-periddicas dos problemas acima definidos é que o valor
médio sobre a célula periddica dos lados direitos de Eq. (9) e Eqg. (10) seja nulo

(BAKHVALOV & PANASENKO, 1989), donde segue a equacdo homogeneizada para u©@;
()= 1, (15)

X

onde 7=7°(g) é a lei efetiva da barra que relaciona o fluxo de calor médio 7 =(z) e o
gradiente de temperatura médio Z =(uZ) =u® e é dada por

(8)=(r(£+N,(2.£).8)) (16)

onde (A(£)) =.|.;A(§)d§ é o operador de valor médio e N(Z,&) € a solugdo do problema
local para cada £ =u'® dado.

2.2.1. Algoritmo para obter a lei efetiva

Seja N(£,£) a solugdo do problema local. Entdo de Eq. (9) segue que
7(£+N,(z,£),&) ndo depende de &, ou seja,
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7(+N.(z,8),¢)=T. (17)

De calcular a inversa com relagdo ao primeiro argumento na Eq. (17) e aplicar o operador
de valor médio levando em conta a condi¢cdo em Eq. (13), segue que

§+% ={c(7,¢)), (18)

donde a lei efetiva 7 =7°(Z) segue de resolver Eq. (18) com relagédo a 7 .
3. RESULTADOS E DISCUSSAO

No primeiro caso considerado, tem-se a seguinte relacdo constitutiva para o fluxo de
calorz:

7(Z +IN(£,9)1.,6) =L(§)a,(E +[N(Z, &) +1,()a,4[& +IN(Z, &) | (19)

onde a, e a, sdo as condutividades térmicas dos materiais constituintes. Aplicando a relacéo
acima o algoritmo descrito, obtém-se a expressdo para a lei efetiva, normalizada por a, :

e(= 2 =
&) _2 &+i_ PLL &+i_ Al (20)
a 2 c, BI c, \c, Bi
. < o - a, : C,
onde c,=1-c, € a concentragdo do constituinte ndo linear, A=—= e Bi=f—= ¢ o0
Cl

NUmero de Biot.

A Fig. 1 apresenta a variacdo desta lei efetiva com relacdo ao nimero de Biot. Os casos
extremos sdo: Bi —»0 (f—>0) e Bi—>w (f—o). O significado fisico do primeiro
caso, analisando junto a condicdo em Eq. (4), pode ser visto como a presenca de um isolante
térmico perfeito entre as duas fases, dado que a descontinuidade N _ tende a oo neste

caso. Este isolamento pode ser devido a presenca de algum isolante térmico entre as fases
como também a ruptura do material, o que também impediria o fluxo térmico na barra. Este
comportamento é observado no grafico, quando a lei efetiva determinada tende a 0O
juntamente com Bi, uma vez que ndo ha mais fluxo de calor entre as barras devido a tal
isolante. J& no caso em que Bi — oo, de acordo com a condicdo de contato dada no problema
local, tem-se que a descontinuidade na interface tende a 0, o que fisicamente significa que o
calor flui perfeitamente entre as fases, ou seja, ndo ha barreira térmica nesse ponto.
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Figura 1 - Avaliacdo da lei efetiva obtida para diferentes valores de Bi, 4,& (:<g>) ec,.

A lei efetiva obtida analiticamente quando Bi — oo, é expressa na equacdo abaixo:

2
4e
AP+ =
C2

Te(E):i

a 2

G
C,

Y
CZ

(21)

Nas Fig. 2, 3 e 4, é analisado o comportamento da lei na Eq. (21) frente as trés variaveis
do problema: A4, (g) e C,. Na Fig. 2, observa-se que a medida que aumenta-se a
concentracdo do material ndo linear no compdésito, a lei efetiva se aproxima da lei do material

2, e vice-versa, o que reforca a validade da equacdo obtida através do algoritmo. Além disso,
para valores diferentes de A tal comportamento se mantém.
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0.1z . 045 !
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o4 7
- _ p
Gfa,.c, =075 s o4l / i
g4l — — —c%a, =058 P i -
- _ y
_____ o%a,.c,=0.25 / P 0 as s |
e, e
e /
DOBF s B 0.3t g
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= L - 1 =
& 008 . - e
y - ozt / E
,'// rd
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oo4l ',,/ - B 0.14 -~ 7
/. //
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s -
(/.2 -
o o 1 1 1 L 0o s -\ - L 1 1
il 001 002 003 004 0.05 ] 0.01 0.02 003 004 005
{2 {gh

Figura 2 - Lei efetiva em funcéo de € (:<g>) para diferentes valores de 4 e c,.

Na Fig. 3 observa-se novamente que aumentando a quantidade do material 2 na barra, a
lei efetiva tende a do mesmo material, e a reciproca também ocorre. E visto também que a
velocidade de variacdo da lei efetiva aumenta para valores maiores de A .
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Figura 3 - Lei efetiva em funcéo de ¢, para € (= (5)) fixo e diferentes valores de A .

Finalmente, da Fig. 4, tem-se que a lei efetiva cresce a medida que a razdo A cresce.
Observa-se também um ponto de inversdo das propriedades dos dois materiais para A =0,1,

0 que, devido as definicbes de 7, e rz,, ocorrera sempre nos pontos em que A =\/;. No

gréfico da direita é enfatizado o fato de que a tendéncia de

3,

propriedade do material cuja concentracdo esta aumentando.
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0.2 T T ooz
742 _
018 H o¥a,, c, =0.75 /o ooal
e -
- — 7Gfa1,t2—05
0GR .. —. Gaﬂ’a1.22:|] 25 q 0.0M6
ayfa,
0.14 B 0.014
012 B 0.012 -
o o
ﬁ 01F b @ 0.01
o008 B 0.008 -
0.06F b 0.006
0.04F A 0.004
oozf - - ——————
0 . , .
o 0.5 1 1.8 2

noozf /)

o

@ =001

segue sendo para a

L L
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1
o 0.0s
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Figura 4 - Lei efetiva em fungdo de A para & (=(¢)) fixo e diferentes valores de C,.

4. CONCLUSOES

A lei efetiva para a conducdo do calor da barra bifésica periddica ndo linear foi obtida
com sucesso via MHA, e pode ser avaliada sob o ponto de vista de cada parametro envolvido
no problema, considerando as condi¢fes de barreira térmica entre as fases da barra. Além
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disso, nessa avaliacdo, foi observada a validade da lei obtida através de determinadas
caracteristicas dos graficos gerados para tal estudo.

Diante disso, conclui-se que o estudo das propriedades dos materiais nao lineares deve
prosseguir, dada a escassez de trabalhos acerca do assunto e o sucesso na aplicacdo do MHA
realizada neste trabalho. Além disso, deve ser continuado considerando mais caracteristicas
do material que tornem o modelo matemaético obtido cada vez mais exato.
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