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Resumo. Neste trabalho os conceitos de conjunto e distdancia sdo revisitados para explicitar
o algoritmo K-means, que obtém de forma iterativa, K subconjuntos a partir de um conjunto
inicial de pontos e das distancias relativas entre seus elementos. No final do processo, dentro
de cada um dos K subconjuntos, seus elementos tém distancia minima em relagdo a um ponto
central do subconjunto, dito centréide, que também é atualizado por este processo iterativo. Em
aplicacoes de mineracdo de dados (data-mining) em conjuntos com milhoes de elementos, estes
subconjuntos sdo denominados de clusters e todos os vizinhos compartilham propriedades em
comum. Neste trabalho, sdo apresentadas diferentes métricas e suas influéncias na formagdo
de clusters em conjuntos de pontos do plano.
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1 INTRODUCAO

Em matemdtica, um dos conceitos mais intuitivos é o de conjunto como sendo uma colecao
de elementos. Foi através de Georg Cantor(1845-1918) que a teoria dos conjuntos comegou a
ser construida, e a no¢do de que um conjunto pode ser também definido a partir das proprie-
dades que seus elementos compartilham comecou a ser melhor entendida e explorada [JOHN-
SON,1972]. De fato, ao longo de toda nossa formacao, a definicdo de conjunto ou aplicacdes
envolvendo conjuntos nos acompanham de forma intuitiva, como por exemplo quando uma cri-
anca associa elementos a nimeros para poder contar. Depois, esse conceito € estendido quando
somos convidados a reconhecer padrdes e classificar elementos que preservem estes padroes.
Por exemplo, quem ndo se lembra das aulas de biologia quando eram classificados animais e
plantas segundo suas caracteristicas morfologicas?

Outro conceito intuitivo € o de distancia, com o qual temos contato em diferentes aplicacdes
do dia a dia. Quando pensamos em distancia, imediatamente estamos pensando em distancia
Euclidiana. Na verdade, esta ndo € a unica fung@o possivel a ser calculada para designar a
distancia entre dois pontos, ou dois objetos, ou entre dados quaisquer [LIMA,1977]. Neste
trabalho, o foco principal € explorar diferentes métricas, fungdes distancia, na determinacdo
de vizinhancas. Vizinhancas sdo conjuntos nos quais seus elementos estdo todos préximos
em relagdo ao um ponto central, denominado centréide. Estes conjuntos podem ser diferentes
dependendo da métrica escolhida e sdo exatamente essas diferencas que queremos estudar.

Esta ideia de vizinhanga estd por traz do conceito de cluster, muito empregado em problemas
de mineracdo de dados, ou reconhecimento de padrdes. Clusters sdo conjuntos considerados
para selecdo de dados conforme algum critério de similaridade [ESTIVILL-CASTRO, 2002].
Assim, os elementos em um mesmo cluster sdo todos mais similares uns aos outros, do que em
relac@o a elementos de outros clusters. Um dos algoritmos bem estabelecidos para a obten¢do
de clusters é o algoritmo K-means [MACQUEEN,1967], cuja ideia é formar K subconjuntos
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considerando como critério de similaridade a menor distancia possivel em relacao ao centréide
do cluster. O valor K é escolhido pelo usuério, uma vez que nas aplicacdes [BRAUN,2014],
estes K subconjuntos estdo relacionados a K padrdes que estdo sendo procurados nos dados.

Neste trabalho iremos apresentar vdrias funcdes distancias e o efeito de suas escolhas como
critério de similaridade na geragdo de clusters de pontos no plano, gerados através do algoritmo
K-means. As se¢des a seguir apresentam com mais detalhes o algoritmo K-means, as defini¢des
das diferentes distancias e os resultados da dindmica na formag¢ao dos subconjuntos.

2 K-means

O algoritmo K-means, proposto por MacQueen em 1967 [MACQUEEN,1967], é muito
utilizado na construcdo de K clusters, que s@o subconjuntos, obtidos através de algum critério
de escolha que evidencie a similaridade entre seus elementos. Um desses critérios de selegcdo é
o de vizinhanga, ou seja, um ponto p pertencerd a um subconjunto s;, j=1,2....K, se d(p,s;), a
distancia de p a s;, for menor do que a distancia de p aos demais subconjuntos s;,i # j .

Aqui, inicialmente a d(p,s;) é obtida através da distancia do ponto p a um ponto de re-
feréncia fixado em s;, chamado de centréide de s;. Desta forma, todos os elementos de um
subconjunto terdo distancia minima em rela¢do ao seu centrdide, e serdo todos denominados
vizinhos entre si.

O algoritmo K-means € iterativo e depende de um chute inicial para os K primeiros cen-
troides. A cada iteracdo sdo (i) calculadas as distancias dos pontos aos centréides; (ii) sdao
reagrupados os pontos de acordo com as distincias obtidas; e (iii) para cada cluster formado,
um novo centréide € obtido a partir da média aritmética dos valores contidos no clusters. Diz-se
que o algoritmo convergiu quando os centréides ndo variarem entre duas iteragoes.

3 Distancia

Intuitivamente distancia é uma medida da separacdo entre dois pontos ou eventos € uma
métrica € um conceito que generaliza a ideia geométrica de distancia. Assim, uma métrica em
um conjunto S € uma fungdo d : § X § — R que satisfaz as seguintes propriedades:

* ¢ positivamente definida: d(x,y) > 0,Vx,y € S;

e ésimétrica: d(x,y) =d(y,x),Vx,y € S;

* obedece a desigualdade triangular: d(x,z) > d(x,y) +d(y,z),Vx,y,z € S;
* é nula apenas para pontos coincidentes: d(x,y) =0 < x =y;

Apesar da distancia Euclidiana ser a mais conhecida dentre as métricas, existe um grande
nimero de métricas que sao utilizadas em diferentes aplicagdes. A seguir, sdo apresentadas as
formulacdes das métricas mais populares e que podem ser utilizadas com o algoritmo K-means.

Para todas as formulacOes apresentadas na proxima secdo, sdo considerados pontos p =
(p1,P2,---Pn—1,Pn) € R", cujas coordenadas sdo dadas em relacdo a um sistema de coordenadas
candnico, com O = (0,0, ...,0,0) sendo a origem e B =ey,...epe;,k =0seiF#k,elsei=k,a
base candnica do R".
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3.1 Euclidiana

A distancia Euclidiana entre os pontos p e g € o comprimento do segmento de linha que os
conecta. Se p e g € R”, temos:

n

d(p.q)=d(g.p) =/ (p1 —q1)*+ .+ (pn Y ()

i=1

3.2 Cityblock

A distancia Cityblock, também chamada de norma 1, entre dois pontos p € ¢ em um espago
com coordenadas cartesianas fixas, é a soma dos comprimentos das projecdes do segmento entre
os dois pontos nos eixos coordenados. Para p e g € R".

n
d(p,q) =Illp—dqlli = Y. |pi—ail. )
i=1

3.3 Chebyshev

A distancia de Chebyshev é também conhecida como norma infinito. Dados p e g € R"
temos:

d(p,q) = Hp—q!loo:mle\pi—qA- 3)

3.4 Canberra

A distancia de Canberra entre dois pontos p e g € dada por:

lpi —
4)
d(p.q) Z \pil + Iql

3.5 Bray-Curtis

A distancia de Bray-Curtis entre dois pontos p e g € dada por:

a)=Y Ipi—ail/ Y. |pi+ail. (5)

A distancia de Bray-Curtis estd no intervalo [0, 1] se todas as coordenadas sdo positivas, e é
indefinida se ' |p; + ¢i| # 0, caso p = —q a distancia ndo estd definida.
3.6 Mahalanobis

A distancia de Mahalanobis entre dois vetores p e g considera a correlagdo entre os vetores
p e g e é dada por:

\/(p—q)V‘l(p—CI)T, (6)

sendo V = (D72 Z#P~) a matriz de covariancia e < .,. > o produto interno usual entre vetores
do R".
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3.7 Cosseno

A distancia do Cosseno entre p e g € R" € dada por:

<p.q>

l— ——.
[Ipll21lgl |2

(7)
Onde || - ||2 representa a norma euclidiana de um vetor do R”, dada por ||x||> = /X1, |xi|%.

4 Resultados

Nesta se¢cdo vamos mostrar os resultados obtidos na formacao de clusters quando partimos
de um conjunto inicial formado por 3000 pontos aleatoriamente gerados no [—4,4] x [—4,4] €
R2. O valor de K escolhido para as simulacdes foi 3 ou 4, e os centréides correspondentes
foram também escolhidos de forma aleatdria.

As figuras a seguir apresentam 4 iteracdes do algoritmo K-means, considerando o calculo
via alguma das métricas definidas anteriormente. Em cada uma das iteragdes € indicado o novo
valor do centréide, que € recalculado através da média aritmética dos elementos associados a
cada um dos clusters, a cada iteragdo.

Podemos observar que diferentes agrupamentos sdo obtidos em cada uma das iteragdes, cada
vez que diferentes métricas sdo consideradas. No entanto, apesar das diferentes dindmicas nas
evolucdes dos centrdides e de seus clusters, mesmo assim, hd uma coeréncia entre os clusters
finais obtidos.

Além disso, o algoritmo K-means também € sensivel a escolha feita para o nimero de clus-
ters. Assim, o ndmero de clusters K também influencia na dindmica do algoritmo, permitindo
diferentes agrupamentos ao final do processo iterativo. No caso da distancia Euclidiana, uma si-
mulagdo com K=4 também ¢ apresentada, evidenciando a diferenca entre as vizinhangas obtidas
para K=3 e K=4.

gL, M2

3] 1 3l ] ]
21 12} ] ]
1} 11} ] ]
ol 1 o} ] ]
-1l 1-1l & - ]
2L =, J1=2F - -:'-' o |
R ol IR -
-4 L -4 L - RTINS P, § R

-4-3-2-10123 4 -4-3-2-1012 34 -4-3-2-101234 -4-3-2-10123 4

Figura 1: Quatro primeiras itera¢des do algoritmo K-means utilizando a métrica Euclidiana em
um cendrio com K=3 centrdides iniciais.

Observamos, entdo, nas Figuras 1 e 2 os diferentes agrupamentos influéciados pela escolha
do parametro K.
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41 4
-4-3-2-1012 3 4

Figura 2: Quatro primeiras iteragdes do algoritmo K-means utilizando a métrica Euclidiana em
um cendrio com K=4 centréides iniciais..

Itr. 1
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Figura 3: Quatro primeiras iteracdes do algoritmo K-means utilizando a métrica Cityblock em
um cendrio com K=3 centréides.

Observamos que as Figuras 1 e 3 apresentam dinamicas diferentes influénciadas pela esco-
lha das fun¢des de distancia, uma vez que o conjunto inicial de pontos € o mesmo.

Itr. 1 Itr. 3

Figura 4: Quatro primeiras iteracdes do algoritmo K-means utilizando a métrica Chebyshev em
um cendrio com K=3 centrdides.
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Figura 5: Quatro primeiras iteracdes do algoritmo K-means utilizando a métrica Canberra em
um cendrio com K=3.

Itr. 1

Figura 6: Quatro primeiras iteracdes do algoritmo K-means utilizando a métrica Bray-Curtis
em um cendrio com K=3.

Itr. 1

Figura 7: Quatro primeiras iteracdes do algoritmo K-means utilizando a métrica Mahalanobis
em um cendrio com K=3.
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Figura 8: Quatro primeiras iteracdes do algoritmo K-means utilizando a métrica Cosseno em
um cendrio com K=3.

5 CONCLUSAO

Neste trabalho, exploramos diferentes métricas (fungdes distdncia) na formacdo de agru-
pamentos de pontos do plano. As diferentes escolhas influenciaram na formagdo das K=3 vi-
zinhancas a partir dos K=3 centréides escolhidos inicialmente para que o algoritmo K-means
pudesse ser iniciado. Os graficos das dinadmicas ao longo de 4 iteragdes do algoritmo K-means
explicitaram a diferenga nos valores obtidos para os centrdides e para as configuracdes finais
de cada uma das 3 vizinhangas obtidas. Apesar das diferencas, todas as métricas produziram
resultados compativeis e compardveis com os demais. No caso da distancia Euclidiana também
foram comparados os agrupamentos obtidos a partir de K=4 centréides. Essa experiéncia evi-
dencia que a classificac@o de elementos como pertinentes a um conjunto ou nao é dependente do
critério de comparacgdo, que neste trabalho foi a métrica considerada. Pertencer a um conjunto
no caso das aplicacdes significa possuir ou ndo as propriedades analisadas.
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